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AVERTISSEMENT. 



Ces Etéraens de Géomélrie font suite aux Le- 
çons Elémentaires d'Arithmétiqne et d'Algèbre 
qui ont déjà paru : je me suis attaché à y donner 
aux principes des anciens Géomètres toute la ri- 
gueur dont il sont susceptibles , et à les démon- 
trer avec toute la clarté et la précision qu'on 
trouve dansles ouvrages des modernes. J'ai pris, 
en un mot , Euclide et Legendre pour modèles. 
J'y ai fait un fréquent usage de la méthode dea 
limites que ce dernier Géomètre n'a pas em- 
ployée , mais qu'il regarde néanmoins commeune 
bonne préparation au Calcul différentiel. On ne 
la trouVe'pas d'ailleurs dans la plupart des Livres 
élémentaires. C'est pour donner à cette méthode 
tous le a développe mens convenables, que je con- 
sidère les perpendiculaires comme la limite dea 
obliques ; l'angle droit , comme la limite des an- 
gles aigus et obtus ; les tangentes , comme les 
limites des sécantes; le cercle , le cylindre , le 
cône, la sphère comme limites respectives > 
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des polygones , des prismes , des pyramides , 
des sphéroïdes eL des polyèdres qu'on peut leur 
inscrire et circonscrire. Leurs surraces et leurs 
solides ont été évalués d'après -ces considéra- 
tions.: celles des prismes polygonaux , droits ou 
obliques , des pyramides , et un grand nombre 
d'autres propositions sut les lignes proportion- 
nelles , sur la mesure des angles , sur les incom- 
mensurables.... &c. en ont été déduites. 

Qn, trouvera dans ces Elemens , l'application 
du Calcul décimal au Toisé des surfaces et des 
solides ; le rapport des nouvelles Mesures aux 
anciennes ; leur nomenclature ; plusieurs propo- 
sitions sur les polygones sphériques : enfin , les 
principes de la Trigonométrie rectiligue et sphé- 
rique. Toutes ces propositions ont été démon- 
trées par la synthèse , c'est-à-dir.e , avec la ri- 
gueur qui caractérise la méthode des anciens. 
C'est pour cette raison que j'ai banni du teste 
toute expression algébrique ; mais j'ai eu soin 
de les rétablir dans les notes qui se trouvent à 
la fin, de l'quvrage. J'y ai donné les principes 
des contractions algébriques , et la solution de 
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quelques problêmes intéressans tirés de l'Arith- 
métique universelle de Newton. Plusieurs pro- 
positions déjà démontrées par la synthèse sont 
traitées de nouveau par la méthode analytique , 
pour accoutumer les commençans à la compas 
raison des rapports exprimés en lignes et en ca- 
ractères algébriques , et les mettre en état de ju- 
ger de la rapidité , et de l'élégance des démons- 
trations analytiques. 
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LEÇONS 



ÉLÉMENTAIRES 

DE GÉOMÉTRIE. 

1. L'arithmétique et l'algèbre n'envisagent 
dans la grandeur que la seule propriété d'être sus- 
ceptible d'accroissement et de diminution. C'est 
le point de vue ■ le plus général et le plus abstrait 
sous lequel on puisse la considérer : ainsi l'objet 
de ces deux sciences est purement intellectuel, 
et n'existe que dans notre entendement. Les deux 
seules grandeurs réelles que nous connoissons sont 
l'étendue et la durée : les propriétés de l'étendue, 
considérée simplement corn me mesurable,3ont l'ob- 
jet de la géométrie. 

2. La première idée que nous nous Formons de 
l'étendue, considérée d'une manière abstraite ou 
d'une manière concrète , comporte nécessaire- 
ment celle des trois dimensions, longueur, largeur 
et profondeur. On peut cependant concevoir l'é- 
tendue dépouillée successivement d'une ou de deux 
dimensions , et même de toutes les trois , pour nous 
former l'idée de ce que dans la" géométrie on nomme 
surface , ligne, point. 

3. Supposez donc une étendue en longueur, 
largeur" et profondeur, vous aurez l'idée du solide. 

Si , dan3 l'idée du solide , vous faites abstraction 
de la profondeur , vous aurez l'idée d'une surface. 

Prenez cette surface et pensez à sa longueur 
sans songer à sa largeur, vous aurez l'idée de la ligne. 

Géométhie. A 
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2 LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

Enfin, réfléchissez sur l'extrémité de la ligne 
sans songer à sa longueur, vous aures l'idée du 
point. r . 

4. Ainsi le solide est ce qui réunit les trois di- 
mensions de l'étendue; la surface est ce qai ne 
réunit que deux dimensions ; la ligne est ce qui n'a 
qu'une dimension , et le point est ce qui n'a ni lon- 
gueur, ni largeur, ni profondeur. C'est ainsi que, 
par des abstractions successives, on passe de la 
notion du solide à celle du point. 

5. On peut aussi remonte.- de l'idée du point à 
celle du solide de la manière suivante. 

Si l'on conçoit qu'un point qhange continuelle- 
ment de place , et que dans son monvement il laisse 
par-tout des traces , l'espace parcouru sera une 
ligne. 

Si le point, dans son mouvement, va de ji en B , 
par le chemin le plus court, la ligne décrite sera 

Si cette ligne se meut dans le sens de la seconde 
dimension , en laissant pareillement des traces, elle 
engendrera une surface. 

Si la surface est telle que la ligne droite puisse 
s'y appliquer dans tous les sens, on la nomme un 
plan. 

Enfin , si la surface se meut dans le sens de la troi- 
sième dimension , et qu'elle laisse des traces de son 
passage, elle produira un solide (1). 



(]) La considération du mouvement (objel de la mécani- 
que), entre quelquefois dans les recherches do géométrie 
pure; c'est Binai que Newton considère la ligne comme 
engendrée par le mouvement d'un point. Lima est jlaxus 
puncii Il y a cependant celle différence entre la méca- 
nique el la géométrie , que non-seulement dans celle-ci la 
génération d« lignes, des surfaces, des solides, etc. pari* 
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DE MATHÉMATIQUES- S 

■ 6. L'étendue des solides est la seule que la nature 
nous présente , et ce n'est que par des abstraction* 
successives que l'on descend graduel leraent jusqu'au 
point. L'ordre naturel dans la vraie génération des 
idées demanderoit donc qu'on s'occupât d'abord de la 
géométrie des solide? . ensuite de celle des surfaces , 
enfin de celle des lignes. Si l'on intervertit cet ordre 
dans les livres élémentaires, c'est pour suivre la 
méthode analytique qui va du plus simple au plus 
composé , en considérant d'aliord l'étendue limitée 
par une seule dimension , ensuite par deux , et enfin 
sous les trois dimensions' qui constituent l'essence 
du solide intelligible, c'est-à-dire d'une portion de 
l'espace terminé en tous sens par des bornes intel- 
lectuelles: 

Nous diviserons donc les élémens de géométrie 
en trois livres; le premier traitera des lignes, !e 
«econd des surfaces , et le troisième des solides. 

Explication des termes dont on fait usage en 
géométrie, 

7- Axiome, est une proposition évidente par 
elle-même, et dont l'énoncé suffit pour en apperce- 

Thsorémej est une vérité qui devient évidente 
au moyen d'un raisonnement appelé démonstration. 



mouvement, eut pour ainsi dire arbitraire et de pute élé- 
gance ; mais encore que la géométrie ne considère dans io 
mouvement que "espace parcouru , su lieu que dans la mé- 
canique , on a épard de plus au lemps employé par le mobile 
è parcourir l'espace. Non sa-. -«n tron -,i i-pcuda ni qu'introduire 
lo mouvement daos U géométrie, c'(st y introduire une 
idée Btranflèra, et qai n'es) pasauez timplo. 
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4 LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

Lenime, est une proposition préliminaire , qu'on 
démontre pour préparer à la démonstration d'un 
théorème. 

Corollaire, est une conséquence qui découle 
d'une ou de plusieurs propositions démontrées. 

Scholie , est une remarque sur les propositions 
déjà démontrées , pour en faire connoître leur liai- 
son , leur utilité ou leur généralité. 

Principes sur lesquels sont appuyées les démons- 
trations des théorèmes (a) 

8. I. Deux grandeurs ou deux figures sont 
égales, lorsqu'en les appliquant l'une sur l'autre, 
elles coïncident dans tous leurs points. 

II. Deux grandeurs sont égales j si de leur iné- 
galité supposée d'après les conditions données , il 
s'ensuit une absurdité, 

III. Deux grandeurs sont égales , lorsqu'on peut 
supposer leur différence plus petite que toute quan- 
tité assignable. 

. IV. Quelque grande que soit une quantité , on 
peut en concevoir une autre qui la surpasse d'une 
quantité donnée. 

V. Quelque petite. que soit une quantité, on 
peut en concevoir une autre qui soit encore plus 
petite qu'elle. 

VI. Une grandeur a pour limite une autre gran- 
deur , quand on conçoit qu'elle peut approcher de 
celle-ci , jusqu'à n'en différer que d'une quantité 
aussi petite qu'on voudra , sans pouvoir jamais 

VII. Deux grandeurs qui sont la limite d'une 
même quantité , sont nécessairement égales entre 
elles; cars'il y avoit entr'elles quelque différence. 
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DE [MATHÉMATIQUES. 5 
la première ne pourrait approcher de l'une des 
deux , de plus près que de cette différence, ce qui 
est contre la supposition. 

VIII. Si deux grandeurs qui , croissent ou dé- 
croissent continuellement , conservent entr'elles 
le môme rapport invariable , cette raison ou ce 
rapport sera celui des limites dés deux grandeurs ; 
car si cela n'étoit pas , il faudroit que le rapport 
eût changé quelque part , dans les accroissemens 
ou décrois se m eus correspondans des deux gran- 
deurs , ce qui est contre la supposition. 

IX. La limite de l'expression d'une suite de gran- 
deurs est l'expression de la limite de ces grandeurs. 



6 LEÇONS ÉLÉMENTAIBES 



LIVRE PREMIER. 



DES LIGNES. 

9- Toute la géométrie des lignes se réduit à 
examiner, \". leur nature; ■2°. les propriétés qui 
naissent de leurs positions i-ejpucti ves ; 3°. les rap- 
ports qu'elles peuvent avoir eut r' elles, 

SECTION PREMIÈRE. 

De la nature des lignes. 

1 O. La ligne droite est le plus court chemin d'un 
point à un autre. 

I 1. La ligne qui n'étant pas droite est composée 
de lignes droites, est une ligne brisée. 

1 1. Toute ligne qui n'est ni droite ni composée 
de lignes droites, est une ligne courbe. 
,, ' Ainsi est une ligne droite, s/CDB est 

une ligne brisée, et ^4EB est une ligne courbe. 

13. Toute ligne droite qui ira du point ^4 au 
point B , se confondra nécessairement avec B: 
ainsi, d'un point à un autre, on ne peut mener qu'une 

14. Donc deux points suffisent pour déterminer la 
position d'une ligne droite, et par conséquent deux li- 
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■DE MATHÉMATIQUES. 7 
goesdroîtesne peuvent se couperqu'eii un point (1). 

I 5- La ligne droite est unique dans son espèce; 
elle ne peut pas être plus ou moins droite. Les lignes 

elles peuvent être plus ou moins courbes. 

1 6. De toutes les lignes courbes , la plus simple 
dans sa nature, la plus facile dans sa description , 
la seule dont on fait usage dans les élémens de 
géométrie, est la ligne circulaire, qu'on peut con- Fi6 l% 
cevoir décrite de la manière suivante. 

17. Si une droite CD, immobile au point C et 
moliile à l'extrémité D , est supposée faire une ré- 
solution autour du point C, il est visible que l(î 
point D décrira une courbe, dont tous les points 
feront également distans du point C Cette courbti 
s'appelle ligne circulaire; le point Cen est le centre. 

Le cercle est l'espace terminé par la ligne cir- 
culaire. Quelquefois, dans le discours, on confond 
le cercle avec la circonférence ; mais il est toujours 
facile de rétablir l'exactitude des expressions , 
en se ressouvenant que le cercle est une surface, 
tandis que la circonférence n'est qu'une ligne. 

18. Toute ligne droite comme Cj£, CF, me 
née du centre à la circonférence, s'appelle 'rayon, 

19. Toute ligne droite, comme DB, menés: 
d'un point de la circonférence au point opposé , en 
passant par le centre , s'appelle diamètre. 

Eu vertu de la définition du cercle, tous les rayons 
sont égaux ; tous les diamètres le sont donc aussi. 



Irsccr une (i^ne dru île sur le tetruinj par le iiiuycn ils 
piquets ou jallons. 



Digilized by Google 



S LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

20. Les portions de la circonférence telles que 

BF,^, j4JJ, comprises entre deux rayons , 

lent arcs de cercle. 

II. La ligne droite j4B, qui joint les extrémités 

de l'arc , est nommée la corde ou la souiendante 

de l'arc. 

22. Le serment est la surface ou portion de 
cercle comprise entre l'arc et la corde, telle que 

,, 23. Le secteur est une partie du cercle comprise 
entre un arc et deux rayons : tel est l'espace 
BCF. 

24. On appelle sécante une ligne droite qui ren- 
cii'iN-e la circonférence en deux poiuts, ou qui pro- 
longée , la rencontrerbit en deux points, telle que 
"•MX. 

15. La tangente est une ligne qui n'a qu'un point 
de commun avec la circonférence du cercle, telle 
que M S. 

16. On peut aussi considérer la tangente comme 
une sécante dont les deux points d'intersection sont 
réunis; ou comme le prolongement des cotés infi- 
niment petits, dont on peut supposer que le cercle 
est composé. 

27. Deux circonférences de cercle se touchent 
lorsqu'elles n'ont qu'un point de commun; si elles 
ont deux points de commun , elles se coupent 
nécessairement. 
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S E C. T I O N I I. 



Des propriétés des lignes qui naissent de leurs 
positions respectives. 

18. Lorsque deux lignes droites se rencontrent, 
l'ouverture ou inclinaison plus ou moins grande 
formée par ces deux lignes , se nomme angle ; tel 
est l'angle B A C, formé par les deux lignes BA , fis- ». 
CA, qui se rencontrant au point A. 

M). On désigne ordinairement un angle par la 

lettres , et alors celle du milieu répond à son 
sommet. 

30. La grandeur d'un angle ne dépend pas de la 
longueur de ses côtés , ni de l'espace compris entre 
ses côtés ,'mais uniquement de l'inclinaison nue ses 
côtés Ont l'un par rapport à l'autre; en sorte que si 
on prolonge les côtés AB ,AC,àe l'angle BA C, 
vers M et N, ce3 côtés, quoique devenus plus 
longs, conserveront toujours l'un*à l'égard de l'autre 
la même inclinaison , et formeront par conséquent 
le môme angle. 

3 1 . Lorsqu'une droite DE tombe sur une autre Fie. - 
AB, sans pencher d'aucun côté, les angles ad- 
jacents DEB , DEA sont égaux. Chacun de ces 
angles se nomme. un angle droit, et la ligne DE 

est dite perpendiculaire sur AB. 

31. Si la ligne dE , en tombant sur AB , est 
plus inclinée d'un côté que de l'autre , elle formera 
deux angles, l'un aigu dEB < que l'angle droit, 
et l'autre obtus dLA> que l'angle droit, et la 
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ligne dE est dite oblique sur AB : l'angle aigu 
sera d'autant plus petit, que la ligne dE sera plus 
oblique par rapport à A B. 

33. Enfin, si la position de la ligne DE, par 
rapport a AB, est telle que l'angle aigu s'éva- 
nouisse , c'est-à-dire si la position respective des 
deux lignes est telle qu'étant situées dans le même 
plan , elles soient à égales distances dans tous leurs 
points correspondans , les deux lignes sont dites 
parallèles. 

34. La ligne perpendiculaire et la parallèle sont 
les ileuï limites d'inclinaison d'une ligne par rapport 
à l'autre : le degré d'inclinaison de Ta première est 
zéro , et celui de la seconde est infini. 

L'angle droit est donc aussi la limite des angles 
aigus et obtus. 

35. Théorème. Tous les angles droits sont égnux 

Soit CE perpendiculaire sur AB , et G.F per- 
pendiculaire sur MN, soit pris sur A E la partie 
RE = MF et ES = FN~ : on pourra supposer 
que la ligne MN est placée sur AB, de manière 
que le point M soit sur R, et le point JVsur te 
point S, le point -F tombera nécessairement sur le 
point E, à cause de RE = MF. Or je dis que le 
point G tombera sur la ligne CE; car supposons 
pour un moment qu'il tombe hors de la ligne E C, 
en Z>, par exemple, on awaAEC=CEB par 
la construction, et RED — DES, par la suppo- 
sition , ou REC+CED = CES—CED, et 
KEC + oCED^CES, ce qui est absurde, k' 
moins que CED ne soit zéro. Donc la ligne FG 
se confond avec EC; donc l'angle MFG=AEC, 
et NFG—CEB. 

36. Théorème. Touts ligne droite CB qui en 
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DE MATHÉMATIQUES. ji 
rencontre une autre ^iD, fait avec celle-ci deux 
angles adjacents, dont la somme est égale à deux 
angles droits. 

Au point C élevés la perpendiculaire CM sur 
^O, l'angle ^ CB = u4CM + MCB ; l'angle 
B CD=D CM— M CS : donc ajoutant les deux 
équations, cm aU r a C B + BCD= ^C M + 
S CM, ce qu'il falloït démontrer. 

J 7. Corollaire premier. Si l'un des angles est 
droit , son adjacent le sera pareillement. 

j8. Corollaire second. Si la ligne D C est per- 
pendiculaire sur ^4B, réciproquement jÏB est 
perpendiculaire sur DC. 

Car de ce que DC est perpendiculaire sm^ïB, ri 6' s - 
il s'ensuit que l'angle ^ED = son adjacent — 
BED, et qu'ils sont tous les deux droits; mais 
^4EC est aussi adjacent à ^ED, donc il est 
droî^MMHine lui; donc uiB est perpendiculaire 

ÎÇj. Théorème. Si deux angles adjacens valent 
deux angles droits, les deux côtés ^C, CB seront 
en lignes droites. 

Car si CB n'est pas le prolongement de j4C, Fig-i- 
soit CE, ce prolongement; en menant la ligne CD, 
on aura , par la supposition ^CD + DCB as deux 
angles droits, et parle (36) s* CD + DCF= deux 
droits, d'où l'on conclurait DCB = DCF; c'est- 
à-dire la partie égale le tout , ce qui est absurde. 
Donc CFâo\t se confondre avec CB ; donc CB est 
le prolongement de u4C. 

40. Théorème. Toutes les fois que deux lignes 
droites j4B,DE se coupent, les angles opposés au 
sommet sont égaux. 

Car puisque les deux lignes ^4 B , DE sont Fis-,, 
droites, les angles AMD 'rDMB ~ deux angles 
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droits ; par la même raison A MD + A ME=ieux 

angles droits, donc DMB=j4ME. 

41- Corollaire premier. Si la ligne D E est in- 
clinée sur j4 B , A B sera inclinée de la même 
quantité sur DE; car l'inclinaison de DE sur AB 
est mesurée par l'angle DMB , et celle de AB 
suriJ£est mesurée par l'angle AME. 

4%. Corollaire deuxième. Les quatre angles 
formés autour d'un point , par deux droites qui sa 
coupent, -valent ensemble quatre angles droits ; 
car les deux angles AMD + DMB = deux 
angles droits : les deux angles AME + BME = 
deux angles droits ; donc les quatre réunis font 
ensemble quatre angles droits. 

Fie.it.. En général, si tant de "lignes qu'on vondra se. 
réunissent autour d'un point , la somme de tous les 
angles qu'elles formeront autour de ce point éga- 
lera quatre angles droits. 

Car si, par le même point, nous menons deux 
lignes AD , BC perpendiculaires entr'elles , elles 
formeront autour du point quatre angles droits; 
or la somme de tous les angles formés par Ses autres 
lignes est la même que celle des angles formés par 
les perpendiculaires : donc, etc. 

Rg.it. 43. Théorème. Si l'on conçoit que la ligne CD, 
immobile d'abord au point C, décrive par son 
extrémité D une circonférence de cercle, et qu'en- 
suite immobile au point D elle décrive, par son 
extrémité C, une seconde circonférence de cercle ; 
qu'enfin, par les points d'intersection A, B on 
mène la ligne droite AB, cette droite sera perpen- 
diculaire sur CD. 

Caries lignes A C, AD sont égales , puisqu'elles 
sont rayons de cercles égaux; donc elles mesurent 
des distances égales : par la même raison CB—DB; 
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donc le pointé est «gaiement éloigné de Cet de D. 
La ligne .■/Sa donc deux di; ses points également 
éloignés de C et de D : mais deux points suffisent 
pour déterminer la position d'une ligne droite; donc 
.AB passetoujours par des points également éloi- 
gnés de C et de D ; donc elle ne penche d'aucun 
côté, donc elle est perpendiculaire. 

44. Ci irolL-ji. rc premier. La perpendiculaire j£B 
partage en deux parties égales la ligne CD, c'est-à- 
dire que l'on a CI= ID. 

4J. Corollaire deuxième. Les angies jélC , 
AID, C1B, DIB sont droits et égaux entr'eux. 

46. Théorème. D'un point donné A hors d'une 
ligne droite B C , on ne peut abaisser qu'une per- 
pendiculaire sur cette droite. 

Car supposons qu'on puisse en mener d«ux AI, fl s . ,;. 
AL ; soit prolongée AI jusqu'en D , de manière 
que AI—ID, joignons LD , et plions par la 
pensée la figure tarBC; de manière que le point D 
tombe sur A , la droite LD aura ses deux extré- 
mités confondues avec.celles de A L; donc LD 
aura la même direction que AL; donc l'angle 
ILD — 1LA. Or celui-ci est droit par la suppo- 
sition; donc ILD l'est aussi : mais si les angles 
adjacens valent deux angles droits, il faut que la 
ligne A LD soit droite (3y) ; d'où il résulte que 
du point A au point D, on pourroit mener deux 
lignes droites A ID , A LD, ce qui est impos- 
sible ; donc il est pareillement impossible que du 
point A on abaisse deux perpendiculaires sur la 
môme ligne BC. 

46 bis: Théorème. D'un point E , pris sur la 
ligne AB , on ne peut élever qu'une seule perpen- 
diculaire EC. 

Car si on pouvoit en élever deux, soit ED la Fig. 11. 
seconde , 011 auroit l'angle A EC droit , par la 
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propriété fît? la première perpendiculaire , e[ l'an- 
gle A ED , droit par la propriété de la seconde 
perpendiculaire ; donc AEC+ CED=AEC (55), 

47. Corollaire. Un seul point suffit pour déter- 
miner la position d'une perpendiculaire sur une ligne 

Fi|. i>. 48, Théorème. Si du point A situé hors d'une 
droite B C on mène la perpendiculaire AI, et 
différentes obliques , AN, AL , AP, à différens 
points de celte droite, les deux obliques AN, AL, 
menées de part et d'autre de la perpendiculaire 
à distances égales L J, NI de la perpendiculaire 
seront égales. 

Supposez que la figure soit plies sur la ligne Al, 
de manière que le point N tombe sur le point L, 
s cause de IN=IL; l'oblique AN aura ses deux 
extrémités confondues avec celles de AI*f donc 
tous les autres points coincideront avec ceux de la 
seconde (1 3) ; donc les deux lignes seront égales. 

Fis u 49* Lemme. Si du point C , pris hors d'une 
'ligne AB, on mène les obliques CA, CB, et 
que, par un autre point D , pris entre les premières 
lignes, on mène aux mêmes extrémités AB, 
deux autres obliques AD, DB;\a somme des 

Soit prolongé AD jusqu'en M, on aura AD 
+ DM<CM+CAtia), ouAD<CM4-CA — 
DM. Par la même raison on a BD<B$Î + DM ; 
donc , en ajoutant les deux membres ADi-BD<. 
BC+CA. 

50. Théorème. De deux obliques A N ,A P, 
menées comme on voudra . d'un même point sur 
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une même ligne , la plus longue est celle qui s'éloi- 
gne le plus de la perpendiculaire. 

Prolongez ^/jusqu'en D , de manière que vous Fi s . .=. 
ayez . ID=AI; menez les obliques DN, DP. 
Si on suppose la figure pliée sur BC , de manière 
que le point D tombe sur le point A , on aura 
DN=AN, et DP=AP ;cela posé on aAPD 
> que AND (femme) ; donc la moitié de APD, 
ou „-/i>> que la moitié de AND , ou AN. 

JI. Corollaire. D'un même point on ne peut 
mener sur une même ligne trois droites égales ; 
car si cela êtoit , il y auroit d'un même côté de la 
perpendiculaire deux obliques égales, ce qui est 
impossible (5o). 

5 1. Théorème. La perpendiculaire menée d'un Ffe 
point sur une ligne est plus courte que toutes les 
obliques menées du même point sur la même ligne; 
car on a A D<AND. Donc la moitié de^_D, 
ou AI< la moitié de AND, ou AN. 

53. Scholie. La perpendiculaire est la mesure (lg.it 
naturelle des distances t des hauteurs , des profon- 
deurs, etc. , parce qu'elle est la ligne la plus courte 
qu'on puisse mener d'un point sur une ligne, e j 
qu'on ne peut mener qu'une seule perpendiculaire, 
d'un point donné sur une ligne. Ces deux propriétés 
donnent à la perpendiculaire les deux caractères 
é; savoir, la simplicité et l'inva- 

54. Théorème. 
LN, on élève la 
prolongé! 

également dîstam 

sera inégalement 



Si par le point /, milieu oVfig. n 
perpendiculaire IA sur LN, 
eut de part et d'autre de LN; 
de cette perpendiculaire seront 

des deux extrémités de la li- 
point hors de la perpendiculaire 
listant des mêmes extrémités. 
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Car i". l'on a NI— IL , par la supposition , donc 
les deux obliques j4N , ^iL, partant du même 
pointé, sont «ralts [48) , il en est de même des 
deux obliques DL, DN...ML, MN. . . etc. 

Donc, 1°. tout point de la perpendiculaire j4.ll) 
esc également éloigné des deux extrémités LN. 

s". Soit O , un point hors la perpendiculaire , en 
prolongeant LM jusqu'en O , on a MO + MN> 
NO; mais MO + MN^LO : donc on a LO> 
NO; donc s", tout point hors de la perpendiculaire 
sera inégalement distant des extrémités LN. 

55. Théorème. Si -deux droites BT, ^iP sont 
f; e . is. perpendiculaires sur une troisième ligne AB , les 
deux lignes ne pourront jamais se rencontrer à 
quelque distance qu'on les suppose prolongées. 

d'un côté ou d'autre de la ligne AB , il existeroit 
drT.x perpendiculaires menées d'un même point 
sur une même ligne , ce qui est impossible (46). 
Fie- s° 5 6. Théorème. Si une ligne CE est perpendicu- 
TW.s.laire sur PQ , et oblique sur MN, toute autre li- 
gne BF , ou bf, perpendiculaire sur P Q , sera 
nécessairement oblique sur MN; elle sera > CE , 
si elle est tirée du coté où les deux lignes PQ,MN 
divergent , et < CE , si elle est tirée du côté où 
elles convergent. 

Car, la ligne CE étant obliqué sur MN, on 
pourra élever par le point E une perpendiculaire 
EK, qui sera nécessairement oblique suri*Q(4ti) ; 
élevons pareillement KD perpendiculaire sur.PQ, 
elle sera nécessairement oblique sur MN : en con- 
tinuant ainsi d'élever par les points D, H, G... 
les lignes DH, Gff. , alternativement perpen- 
diculaires sur une des lignes PQ, MN , et obliques 
sur l'autre , on parviendra à la perpendiculaire GB 
qui rencontrera la ligue PQ, précisément au 
point 
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point B, comme dans la figure (6) , ou au-delà 
du point B , en L, par exemple , comme dans ia 
figure (a). 

Premier-cas. BG étant perpendiculaire sucMN 
par la construction, BF, sera nécessairement obli- 
que ; donc, etc. 

Deuxième cas. Si la perpendiculaire GL ren- 
contre la ligne B Q au-delà du point B, les deux 
lignes BF, L G se couperont au point O. Or, 
si O-Fétoit perpendiculaire sur MN , on auroit 
deux perpendicuîaires OF , OG abaissées d'un 
même point sur une même, ligne, ce qui est impos- 
sible; donc,lalignt BF, perpendiculaire sur PQ, 
est oblique sur MN. 

Le même raisonnement et la même construction 
fluroient également lieu pour la ligne */, donc 
1°. Si la ligne CE est perpendiculaire sur P Q et 
oblique sur MN, toute autre ligne perpendiculaire 
sur PQ sera oblique sur MN. 

a». On aura BF> CE et bf<CE; car on 
a , par la propriété des perpendiculaires et des obli- 
ques, BF>BG,BG>GIf, GH>DH,I)H> 
DK,DK>KE,KE>EC, donc BF>CE. 

Dans la figure (a) on a aussi BF>CE. Du 
point S, abaissons !a perpendiculaire BTel l'ohli- 
que B G ; cette perpendiculaire tombera à droite 
de BG; car sî elle tomboit à gauche, en S , par 
exemple, on'auroit deux perpendiculaires KS, KG, 
abaissées du même point sur la même ligne : cela 
posé , l'oblique BF> B G (5o) , niaisiB G> G H 
et GH>CE; donc BF>CE. 

Ï7- Schclie. Les lignes CE, BF, en tombant 
«ur MN font deux angles, l'un aigu BFN, et 
l'autre obtus B F M; Tangle aigu est du côté où 
les lignes G H, D K, vont en diminuant , l'angle FieSo. 
obtus est du côté où elles vont en augmentant, 

GÉOMÉTRIE, , B 
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58é Théorème. Réciproquement, si les deux 
lignes DP, CE, perpendiculaires sur P Q sont 
inégales, elles seront obliques sur MN; car si 
l'angle PDE étoit droit, CE If le seroit aussi par 
la première partie du théorème précédent. 

Soit pris sur P D la partie PA = CE ,- par la 
milieu de PC, élevons la perpendiculaire BF; 
plions , par la pensée ,PCED sur la ligne B F, 
de manière que le point B restant à la même place , 
le point C tombe sur le point P , la ligne CE pren- 
dra la direction PD,a cause de l'angle C= l'an- 
gle P; mais, par la construction, PA=CE, 
donc le point E tombera sur A , et la ligne FE 
aura la position FA: or, par l'hypothèse, l'angle 
CEN, ainsi que son adjacent CEF; sont droits, 
donc FAP le sera aussi ; 11 y aura donc deux per- 
pendiculaires FA, FD, abaissées d'un même 

g tint sur une même ligne, ce qui est impossible, 
onc l'angle PDF n'est pas droit , et par consé- 
quent les deux lignes inégales PD , CE, perpen- 
diculaires sur P Q, sont obliques sur MN. 

59. TMoréme. Si les deux lignes CE, PA, 
perpendiculaires sur PQ, sont égales , les deux 
angles .P^/E, CEA, sont droits. 

, Car si l'angle PA E n'étoit pas droit, PA seroit 
oblique iurAE, donc CE le seroit aussi (56) ; on 
auroit donc PA > ou < CE; suivant que l'angle 
CE A seroit obtus ou aigu , ce qui est contre la 
supposition. Donc, si les deux lignes CE, PA s 
perpendiculaires sur PQ, sotit égales, les deux 
angles AEC, PAE sont droits. 

60. Scholie. Tant que la ligne PD est > CE, 
c'est-à-dire, tant que la différence AD entre les 
deux lignes est positive , l'angle CE D est obtus ; 
lorsqu'on a PD' <_CE ,cesl à-dire, lorsque la dif- 
férence AD' est négative, l'angle CED est aigu. 



Digitizad By GoOg 



DE MATHÉMATIQUES. îg 
À mesure que la différence entre les deux lignes 
diminue , l'angle CED diminue aussi : celte diffé- 
rence ne peut pas de positive devenir négative, sans 
passer par zéro ; de même l'angle obtus , diminuant 
continuellement , ne peut pas devenir aigu sans 
passer par l'angle droit , donc le passage doit avoir 
lieu lorsque les deux lignes CE, PD sont égales : 
et en effet, s'il avoit lieu avant ou après, il serait 
vrai de dire que lorsque les deux lignes CE, P D 
sont inégales, les angles CED, PDE sont droits : 
ce qui est contre le a". (58 ). 

6ik C?ro//ai>e.Sid'unautrepointqùeIconqueB 
de la ligne PQ , ou élève une perpendiculaire BS, 
l'angle BSj4 sera droit : car si B S perpendiculaire ' a "* 
sur PQ étoit oblique sur E^4 , toutes les autres 
lignes perpendiculaires sur PQ seraient pareille- 
ment obliques sur E uit (56) , donc , les deux lignes 
égales, CE, P^4 , perpendiculaires sur PQ, ne 
le seraient pas sur .E^ÎT, ce qui est contre la démons^ 

6z. Théorème. Si par les extrémités de deux 
lignes égales ^B , mit perpendiculaires sur sîP, Fi "' ,% - 
on mène une ligne droite indéfinie BT, tous les 
points de cette droite seront à égale distance du 
point correspondant sur la ligne P. 

Soit pris surPT, un point quelconque .fl; abais- 
sez la perpendiculaire RP , elle mesurera les dis- 
tances du point R à la ligne ji.P : or je dis que l'on 
aura P R = mn = ^R; 

Car i°. lesangles^BD.mn/i, étant droits t 
l'angle PRT, ou son adjacent, le sera nécessaire- 
ment. 

a". Si par le milieu de jiP , oo élève CD per- 
pendiculaire à ^P, CZJseraperpendiculaireàiîify 
de sorte que tous les angles B , D, R, Pi C, A À 
seront droits.- , 
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Cela posé, je dis que le quadrilatère B DC A 
peut être placé exactement sur ie quadrilatère 
DRPC: car le côté AC=CP, par la supposition , 
l'angle BAC=CPR, le côté CD est commun, 
donc, en supposant la figure pliée sur CD, de ma- 
nière que le point A tombe en P, la ligne B A 
prendra la direction PB. ; or je dis que le point R 
tombera nécessairement sur !e point R, car s'il 
tomboit en O ou en/, on auroit deux perpendicu- 
laires DR, DO, ou DI, abaissées d'un même point 
sur une môme ligne, donc P R~ A B , et par 
conséquent les points R, m, B sont à égale dis- 
tance de leurs points correspondans pris sur la 
ligne A P. 

6}. Corollaire premier. Une ligne qui a deux 
points également éloignés des points correspondant 
pris sur une autre ligne, a tous ses points à la même 
distance de la seconde ligne , et , par conséquent , 
lui est parallèle (33). 

Nota. On suppose dans tout ce qui précède que 
les deux lignes sont dans le même plan , et que les 
distances des deux points sont prises du même aMt-, 
c'est-à-dire , toutes deux à droite , ou toutes deux à 
gauche , par rapport à une des deux lignes. 

Pour exprimer que dans deux lignes parallèles, 
les points correspondans , c'est-à-dire , les points 
situés aux deux extrémités des mêmes perpendicu- 
laires comprises entre deux parallèles sont à la 
même distance , on dit qu'ils sont équidistans. 

64. Corollaire deuxième. Les lignes AB , F R, 
étant perpendiculaires sur AP , BR, il s'ensuit 
que BR, AP, sont aussi perpendiculaires sur 
A B , PR : on peut donc dire de AB , P R, par 
rapport à BR, AP , ce que nous avons dit de ces 
dernières lignes par rapport aux premières; donc, 



puisqu'on a AB=PR, on a aussi BR — AP, 
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er p::lîin!- B R , P , pfrpendiculaires sur A H , 
î„t,i pa.alk-lvs, II , P H, perpendiculaires sur 
,4 P ?.eront pa.-allëles entr'elles ; donc deux per- 
pendiculaires sur une racme ligne , sont parallèles 
entr'elles. 

6$. Tfienrême. Si deu* points quelconques F, G 
de ta ligne M N , rte sont pas à égale distance du 
leors points corresponds us priisur la lipae PQ, les 
deux lignes P Q, MN, se rencontreront, et par Fi S .s D . 
conséquent ne seront pas parallèles. 

Car ayant abaissé des points F, G , les perpendi- fiant. 
culaires FB, G H, On a FB>GH par la sup- 
position , donc, les deux lignes ne sont pas perpen- 
diculaires sur MN( 58 ). 

Soit menée du point H la perpendiculaire HD ; 
du point D la perpendiculaire JÙK ; du point K la 
perpendiculaire KE . . . &c. on aura G H oblique 
sur 3IN, > HD perpendiculaire sur M N; par 
une raison semblable, H D >DK, DK>KE, 
KE>EC. . d'où îl suit qu'en prenant s,ur. la 
Kgne MNdes points de plus en plus éloignés de F, 
les perpendiculaires menées de ces points sur P Q 
deviendront de plus en plus courtes; et comme la 
ligne MN est indéfinie, rien ne limite le nombre de 
ces perpendiculaires qui vont toujours en diminuant. 
Car supposez , par exemple , que bj" est la dernière 
perpendiculaire qu'on puisse abaisser de la ligne 
MN, sur la ligne PQ, ce seroit supposer que la 
ligne jyWnepeutpasseprolonger au-delà dupointyî 
ce qui est contre la définition et la nature de la ligne 
droite , il s'en trouvera donc une qui sera moindre 
que toute quantité assignable , ou zéro , et par con- 
séquent les deux lignes PQ,MN, se rencontreront. 

66. Theoréme.Deax lignes BC,DM r paral- 
lèles aune troisième ^N, sont parallèles entr'elles. 

Des deux points quelconques ^4 , Nde la ligne . r i B . .., 
B3 
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AN, abaissez sur B C les deux perpendicu- 
laires A B , NC, qui rencontreront D M en I) 
et M, les quatre angles A, B, C, N, seront 
droits, et les perpendiculaires AB, NC égales 
par la nature des parallèles ; par la même raison les 
quatre angles A, D, M, N seront droits, et les 
perpendiculaires AD, NM égales. 

Donc, 1°. les deux lignes.-*' B, NC sont aussi 
perpendiculaires sur DM. fl°. Si de AB— NC, on 
retranche AD = NM, on aura DB = MC ; donc 
les deux points D , M sont équidjstans avec leurs 
correspondans , donc les deux lignes sont parai- 

6"J. Sckolie.La théorie des parallèles, dit d'AIemr 
bert, est peut-être ce qu'il y a de plus difficile, dans 
la géométrie élémentaire , à démontrer rigoureuse— 
. ment. La vraie définition , ce me semble , continue 
ce grand géomètre, et la plus nette qu'on puisse 
donner d'une parallèle , est de dire que c'est une 
ligne qui a deux de ses points également éloignés 
d'une autre ligne : il faut ensuite démontrer (et 
c' est-là te plus difficile) que tous les autres points 
de cette seconde seront également éloignés de la 
ligne droite donnée. C'est cette définition de 
d'Alerabert que nous avons eu en vue , sans 
prétendre avoir absolument levé toute difficulté. 
Euclide déduit la théorie des parallèles de la 
proposition suivante qu'il regarde comme un 
r, s , 7 , axiome : Si les deux lignes AB, CD, forment 
avec la ligne H F , qui les coupe toutes deux , des 
angles intérieurs BNM, D M N, tels que leur 
somme soit plus petite que deux angles droits , les 
deux lignes se rencontreront. Quoique cette pro- 
position soit vraie , elle n'est pas assez évidente pour 
être mise au rang des axiôraes. Legendre , qui a. 
adopté la méthode d'Enclide , l'a démontrée rigou- 



Digitized by Google 



13 E MATHÉMATIQUES. s3 

reusement ( prop. 20 et sa , liy. 1" ). Au reste la 
démonstration des propositions les plus simples, 
laisse souvent quelque choie à désirer du côté delà 
rigueur; mais leur énoncé , dit Laplace, produit la 
conviction la plus entière; il ne faut donc pas dans 
l'enseignement insister sur ce qui peut manquer 
encore à la rigueur des preuves que l'on en donne, 
et l'on doit abandonner cette discussion aux mé- 
t 1 ipl'.v;icii.Ti.' i^éoMiL'ires, du moins jusqu'à ce qu'elle 
soit suffisamment éclaïrcie , pour ne laisser aucun 
nuage dans l'esprit des commencans. 

Problèmes relatifs aux articles précédent. 

68. Problème premier. Diviser une ligne don- 
née en deux parties éga\es. 

Des points A~ et B comme centres , et avec un Fig. 13. 
rayon plus grand que la moitié de A B , décrivez 
au-dessus et au-dessous de AB deux arcs qui se 
coupent en D et M , par les deux points d'inter- 
section ; menez la ligne droite DM, elle coupera 
la ligne AB en deux parties égales. 

Car l'es deux points D , M sont à égale distance 
des extrémités A , B (43) ; dnnc tous les points d.e 
la ligne DM, doivent être également distans de 
A et B (1 4) ; donc ona^/= IB. 

69. Problême deuxième. Par un point donné A 
sur une ligne, élever une perpendiculaire à cette 
ligne. Le point A étant donné , il suffit d'en déter- Fie. 
miner un autre par où la perpendiculaire doit 
passer. 

Prenez de part et d'autre de A , les points B et 
D également éloignés de A , des points B et D 
comme centres , et d'un rayon plus grand que A B 
011 AD , décrivez deux arcs qui se coupent ; par 



-Digitized by Google 



LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 
)e point d'intersection et le point j4 , menez la 
ligne Mjt, elle sera la perpendiculaire demandée ; 
car cette ligne aura deus points à égale distance 
deBet-Djdonc tous les autres le seront aussi (45). 

70. Problême troisième. D'un point donné ^4 
Kors d'une ligne , abaisser une perpendiculaire sur 
cette ligne. 

FH,.i. Dû point comme centre , et d'un raj^on quel- 
conque, décrivez un arc qui coupe la ligne BD 
en deux points Ç, F; cherchez un point E égale- 
ment éloigné de C et F (43) ; par les deux points 
si , E , menez la ligne _^.E, elle sera perpendi- 
culaire surBjO (3j). 

71. Problème quatrième. Par un point donne" 
\d , mener une parallèle S C 

Fie-". Du point si abaissez une perpendiculaire sur 
B C, et d'un autre point quelconque c pris sur la 
ligne BC, élevez une perpendiculaire CiVégale 
à la première. Par les points si et N , menez si N, 
elle sera parallèle kBC (65). 



ARTICLE SECOND. 
Des lignes droites considérées dans le cercle, 

71. Les lignes droites considérées dans le cer- 
cle, se nomment cordes, tangentes ou sécantes, 
selon îés trois différentes positions qu'elles ont par 
rapport au cercle. 

7Î- Théorème. Une ligne droite ne peut ren- 
contrer une circonférence de cercle , en plus da 
deux points ) car tous les points d'intersection de 
la ligna droite avec la circonférence seroient éga- 
lement éloignés du centre} donc on pourroit me- 
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nerd'un même point sur une même ligne plus de 
deux obliques égales , ce qui est démontré im- 
possible (5l). 

74- Tkéaréme.Dans un même cercle, ou dans 
des cercles égaux, les arcs égaux sont soutendus 
parde3 cordes égales, et réciproquement les cordes 
égalés soutendent tles arcs égaux. 

Car, i". si l'arc AB = l'arc CD , en posant f; s . ,i. 
le point C sur le point j4 , tous les pointa de l'arc 
CD , coïncideront avec leurs correspondans [dans 
l'arc j4B ; donc le point D tombera sur le point 
B ; donc la corde CD se confondra avec la corda 
slB. ' 

s 0 . Si la corde CD = la corde AB , l'arc 
UOC= l'arc BM4. 

Car en posant le point C sur le point ^4 , et le 
point D sur le point B , si le point O ne coïnci- 
doit avec son correspondant M , soit mené du cen- 
tre un rayon à chacun des correspondans , il est 
évident que ces deux rayons seroient inégaux; 
donc le point O et le point B , n'appartiendroient 
pas à la même circonférence, ou à des circonfé- 
rences égales, ce qui est contre la supposition. 

7Î- Théorème. Dans un même cercle , ou dans 
des cercles égaux, le plus grand arc est soutendu 
par la plus grande corde , et réciproquement à la 
plus grande corde répond le plus grand arc. Fig.ii. 

Car soient les deux arcs inégaux , B^é , BQ, 
«oit pris BP — B en posant l'arc B A sur 
B Q , le point B tombera sur P , et la corde B P 
<=Bst (14) i du point B comme centre soit décrit 
l'arc PR, on aura B R = B P ~ B^i ; donc 
BR + RQ> B^i. a°. Si BQ>B^f, l'arc 
B P Q sera > B M A; car l'a rc B P Q = B 
rt-PQi donc BPQ>BMJ. 
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7*>- Corollaire. Le diamètre est la plus grande 
de toutes les cordes qu'on puisse mener dans le 
cercle , et la demi- circonférence est le plus grand 

77. Scholie premier. Une corde soutend tou- 
jours dans un cercle deux arcs , un plus grand que 
la d^rai-circonlerence , et l'autre plus petit ; mais 
quand on parle d'un arc soutendu par une corde , 
on entend toujours le plus petit. 

78. Scholie deuxième. Quoique les cordescrois- 
sent à mesure aue les arcs croissent , elles ne suivent 
pas cependant le même rapport queles arcs, c'est- à- 
dire qu'un arc double n'est pas soutendu par une 
corde double , ni un arc triple par une corde triple. 

En effet, l'arc^BP^a arcs^S,- mais là 
corde ^ P n'égale pas 3 ^4 B; car on a a A B 
^AB + BP:ov,AP <AB+BP (10); 
donc , etc. 

79. Théorème. Tout rayon CR, perpendicu- 
laire sur une corde AB, partage la corde , et l'arc 
soutendu par la corde en deux parties égales. 

4. Car le point C est à égale distance de A et de 
if : en second lieu, la ligne CR est perpendicu- 
laire sur jéB ; donc tous ses points sont également 
éloignés de A et de B; donc on aura AD = DB. 

Par la même raison , la corde A R~ la corde 
B R ; donc l'arc AR=arc BR (74). 

80. Théorème. Toute ligne DR, perpendicu- 
laire sur le milieu d'une corde AB , prolongée , 
passe par le centre du cercle. 

Car lespoints R et D sont àégaledistancedes points 
-A et B , et de plus la ligne R D est perpendicu- 
laire ; donc elle doit passer par tous les points éga- 
lement éloignés de A et B ; donc elle passe par le 
centre C. 
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8 1 . Théorème. Tout rayon qui coupe une corde 
en deux parties égales est perpendiculaire sur cette 

Car le centre est à égale distance de j4 et S, et 
le point D est aussi à égale distance de A et B 
par la supposition ; donc la ligne CD ne penche 
pas plus du cflté _A que du coté B ; donc elle est 
perpendiculaire sur À B. 

Si. Corollaire premier. Une droite qui a deus 
de ces conditions, être rayon ou diamètre, être 
perpendiculaire sur une corde , la couper en deu* 
parties égales , a nécessairement la troisième. 

83. Corollaire deuxième. Le centre du cercle, 
le milieu d'une corde , et le milieu del'aFCsont tou- 
jours sur une même ligne. 

84. Théorème. La tangente est perpendicuiaire 
à l'extrémité du rayon mené au point de coutin- 

^ Soient menées du centre Cdes lignes telles que 
Clà tous les points de la tangente , il est évident 
que CR sera la plus courte de ces lignes; car l'on Fis. 
"a CR = CO ; donc CR < CO + OI; donc CR 
est perpendiculaire sur jé B , et réciproque' 
ment (5,). 

8 5 . Corollaire. La tangente menée au point R 
est parallèle à la corde lAB perpendiculaire au FJg.i4. 
rayon (64) ,et les deux arcs compris entre une corde 
et une tangente parallèles sont égaux (79). 

86. Théorème. Par un point donné R , on ne 
peut mener qu'une seule tangente RB à la circon- 
férence. 

Car si on en pouvoit mener un autre différente 
de RB, elle ne serait pas perpendiculaire sur 
Ci? (5i) ; donc le rayon CR neseruit pas la ligne f's-'i- 
la plus courte qu'on pourroit mener du centre sur 
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çette tangente; donc elle entreroit dans le cercle, 

et serok sécante. 

87. Scholie. La propriété que nous venons de 
démontrer, distingue toujours les tangentes de 
toutes les autres lignes ; c'est aussi celle d'où sont 
partis les anciens géomètres , lorsqu'ils ont cher- 
ché à déterminer les tangentes des courbes. Sui- 
vant eux une ligne droite est tangente d'une courbe, 
lorsqu'ayant un point commun avec la courbe , on 
ne peut mener par ce point aucune autre droite en- 
ti 'elle et la courbe. Maïs depuis que par l'applica- 

tes comme les limites des sécantes, c'est-à-dLe , 
comme des sécantes dont les deux points d'inter- 
section sont réunis (26) ; la démonstration du tbéo- 
:-'jiriv précédent suffit pour apprécier la rigueur des 
anciennes définitions , et les conséquences que nous 
verrons en de'couler. 

88. Théorème. De toutes les sécantes extérieu- 
res j4P , jiN , tirées d'un même point à la cir- 
conférence convexe du cercle , la plus courte est 
celle qui , prolongée , passeroit par le centre. 

, Soit tiré le rayon CN , ona^ÉP+CP<siN 

on les mène à la circonférence concave , la plus lon- 
gue est celle qui , prolongée , passe par le centre. 

Car Von a ^fC+CJU M ; mais CM=CB; 
donc _dB> .4M. 

89. Théorème. De toutes les sécantes intérieu- 
res NB , NM menées du même point pris au- 
dessous du centre , à la circonférence, la plus courte 
est celle qui, prolongée, passeroit par le centre, et si 
on les mène d'un point pris au-dessus du centre, la 
plus longue est celle qui passe par le centre. 
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T. Soit tiré le rayon C M = CB , on a CM = 
BN +CN<MN +CN ; donc BN<NM: 
e j . soient menées MP et CP, on a MC+CP> 
MP ; mais MC+ CP—PB, donc PB>MP. 

90. Théorème. Par un point R , on peut Taire 
passer une infinité de circonférences différentes. 

Soit pris pour centre un point quelconque P , 
ouiV", au-dessus ou au-dessous de C, et pour rayon 
la ligne PR , ou NR , il est évident que toutes ces 
circonférences passeront par le point if; mais elles Fis. .1. 
n'auront que ce point commun ; car pour tout au- 
tre point, on aura PR~> PO (8g) pour le pre- 
mier cas, oùPK= PK ; doncPK > PO. .. Si 
le centre est pris au-dessous de IC, on a NR <NL; 
maisNR=JS/K; donc NK<NL. 

91. Corollaire. La ligne RI perpendiculaire à 
l'extrémité du rayon CR est tangente à tous les 
cercles qui ont leur centre sur la ligne C R, et qui 
passent par le point R. 

92. Scjiolie. Toutes les circonférences dont le 
centre sera pris au-dessus de C, passeront entre la 
tangente et le cercle , et celles dont le centre 
sera pris au-dessous de C passeront en dedans du 

A proprement parler, ces circonférences ne 
coïncident que dans le point B ; mais plus lé cen- 
tre se rapprochera de C , plus les circonférences 
décrites se rapprocheront dans les autres points 
du cercle .^. 

93. Théorème. Deux cordes parallèles si B , 
MN , interceptent sur la circonférence des arcs 
égaux Jtf^.fliV'. 

Menons le rayon CR perpendiculaire sur les Fi E . m 
deux parallèles, on aura l'arc MR = arc NR (79) , 
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parla même raison AR = BR; donc MR — jiR 

= NR — BR ou MA = NB. 

94. Théorème. Deux diamètres AB,ED qui 
se coupent au centre du cercle, interceptent sur la 
circonférence des arcs égaux AE, BD. 
ng.1». Car l'arc ADB = DAE (76); retranchant 
des deux côtés l'arc commun AD, il restera arc 
DB= aroAE. 

9 5 . Théorème. Si deux cordes CP<DQse cou- 
pent dans un cercle , la somme des deux arcs CD 
PQ interceptés par leur prolongement, est égale à 
la somme des deux arcs A B + MN interceptés 
Fis. eo. p ar les deux diamètres parallèles aux cordes. 

Carona^S + flC=QP+ QM,eiMN+ 
MQ=CD + BC{$5); ajoutant les deux équa- 
tions et réduisant, on a A B + MN= CD + PQ. 

96. Scholie. Si les deux cordes deveryoient sé- 
cantes SP,SQ, leur prolongement jusqu'à la ren- 
contre de l'arc convexe seroit négatif, et l'arc con- 
vexe seroit considéré comme négatiF par rapport à 
l'arc concave; c'est-à-dire que la différence de l'arc 
concave sur l'arc convexe, intercepté entre les deux 
sécantes, est égal à la somme des deux arcs inter- 
ceptés par les deux diamètres parallèles aux sé- 

En effet , on a QP + PM-= AB + BD + DC, 
et BD = PM + MN; donc PQ— CD= AS 
+ MN. 

97. Tkénrême. Dans le môme cercle ou dans 
des cercles égaux, les angles égaux ji.CS, DCE, 
dout le sommet est au centre, interceptent sur la 
circonférence des arcs égaux A B, DE. 

Tfc.si. Et réciproquement si les arcs AB ,DE sont 
égaux , les angles A CB , A CE le seront aussi. 
Car T. si l'angle A CB = DCE, en plaçant le 
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côté CD sur le côté CA ', le second cûté CE tom- 
bera sur CB, et parce que les côtés sont rayons 
de cercles égaux , le point D tombera sur le point 
A, et le point E sur le poïntS; donc la corde DE 
— AB,ec l'arc DE -- arc uit B (74). 

a". Si on suppose l'arc DE — arc AB,je disque 
l'angle ACB=DCE; car si ces angles a etoient pas 
égaux, solt^CB le plus petit , ajoutons lui B Cl, 
pour qu'il devienne égal à DCE, on aura l'arc 
ABI=DE par la première partie du théorème , 
mais B = DE par la supposition; donc on au- 
roit ABI=A3, ce qui est absurde. 

98. Théorème. Dans un même cercle ou dans 
des cercles égaux , si deux angles au centre ACB, 
DCE sont entr'eux comme desnombres entiers, les 
arcs interceptés A B, DE seront entr'eux comme 1 
]es mêmes nombres, et on aura la proportion : angle 
ACB: angle DCE V. arc A B : arc DE, 

Supposons que l'angle M que nous prendrons 
pour terme de comparaison soit contenu un certain 
nombre de fois sans reste dans l'angle A CB, et 
un autre nombre de fois sans reste dans i'angle 
D CE , les angles partiels A Cm, m Cit.... etc. 
seront égaux entr'eux aussi bien que les arcs par- 
tiels A m, mn, ... etc. (97); donc l'arc entier AB 
contiendra l'arc A m autant de fois que l'angle 
ACB contiendra l'angle M; par la môme raison 
l'arc entier DE contiendra l'arc A m autant de 
fois que l'angle DCE contiendra l'angle M, on 
aura donc les deux proportions 

urcAB-.wcAm :: angle A CB : angle M 
arc DE : arc A m :; angle DCE : angle N. 
Les deux conséquens de la première proportion 
sont les mêmes que ceux de la seconde ; donc les 
antécédens formeront la proportion suivante : arc 
AB : arc DE :: angle ACB : angle DCE. 
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99. Théorème. Quel que soie le rapport incom- 
mensurable des angles ACB, A CD , les deux 
angles sont entr'eux comme les arcs AB, AD, 
interceptés entre leurs côtés et décrits de leurs soin- " 
mets comme centre avec des rayons égaux. 

Divisons le plus petit des ongles A CB , en un 
très-grand nombre de parties égales, et prenons 
un de ces petits arcs pour terme de comparaison , 
en la portant successivement sur l'angle JtCB, il 

reste BI, incommensurable et plus petit que l'nn- 
gte de comparaison, on Hura donc la proportion 
A Cl : A CD : Al : AD, ou ACB—ICB : A CD 
::AB — IB.AD; cette proportion sera vraie , 
quelque petit que soit l'angle de comparaison; et 
comme l'angle ICB et l'arc IB doivent Être en- 
core plus petits, il s'ensuit qu'on peut les supposer 
moindres qu'une quantité assignable, c'est-à-dire 
zéro , donc la proportion deviendra ( S. lit. ] 
ACB-.ACD :: AB-.AD. 

IOO. Scholie. Mesurer une grandeur, c'est la 
comparer à une autre grandeur de même nature, 
et l'expression numérique de cette comparaison est 
toujours un nombre abstrait. Sur ce principe, il pa- 
roîtroit plus naturel de mesurer les angles en les 
rapportant à un même angle qu'on prendroit pour 
terme de comparaison , ou pour unité de mesure. 
Mais parce que le rapport qui existe entre deus 
angles est le même que celui qui a -lieu entre les 

côtés des angles (90) , il a paru plus commode de 

On a divisé p P our cela la circonférence de^ercle 
en 36o parties égales qu'on a nommées degrés. Le 
quart de la circonférence est donc de go degrés , et 
l'arc d'un degré est l'arc compris entre deux lignes 
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Sont l'inclinaison respective est la quatre-vingt- 
dixième partie d'un angle droit.... L'angle de 3o de- 
grés est celui qui intercepte entre ses côtés le tier9 
de 90 degrés , il est donc lui-même le tiers de l'an- 
gle droit.... Le degré a été subdivisé en 60 minutes, 
ta minute en 60 secondes afin d'éviter les fractions 
dans la mesure de3 angles. 

Dans le nouveau système des poids et mesures, 
pour conformer la division du quart de cercle des 
astronomes à celle du quart du méridien , on a 
divisé le cercle en 4°° parties ; le degré a été divisé 
en 100 parties appelées minutes, etla minute en 100 
parties appelées secondes; de cette manière le quart 
de cercle renferme 100 degrés. Le degré ancien 
vaut i J , 1111.... décimal, et le degré décimal 
vaut 0,0, du degré ancien , c'est-à dire , que pour 
convertir un degré ancien en degré -décimal , I] l\:ul 
lui ajouter la neuvième partie du degré ancien ; et 
pour convertir le degré décimal en degré ancien , il 
faut en retrancher la dixième partie, ainsi 27 d'an-- 
ciens valent 27 + 3 = 5o J décimaux, et 3o d décî- 



On peut aussi regarder le degré décimal comme 
la centième partie du quart de cercle, ainsi le quart 
de cercle étant 1,9* anciens valent 1 o d décimaux, 



c'est-à-dire qu'un degré nouveau vaut 64' ancien ri es, 
une minute nouvelle vaut 3a" 24.'" de la division 

IOI. Théorème. Si deux parallèles AB, CD, 
«ont coupées par une oblique H F qu'on nomme 
sécante, les deux angles aigus HNB, sANM, 
formés par la sécante sur la première parallèle, 
seront égaux entr'eux,et aux deux aigus B.MD t 
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,;, CMF, Formés par la même sécante sur la seconde 
parallèle. 

Car 1°. l'on a HNB = ANMet HMD = CMF, 
parce qu'ils sont opposés au sommet ; s". ANM=* 
f angle HMD. 

Pour le prouver soient décrits de s centres M, N, 
et d'un même rayon NM les deux arcs indéfinis 
MA Q, NDS: des points M, N, menons les cor- 
des MQ, NS, perpendiculaires sur AB, CD, 
l'on aura T. MO = NJ, parla propriété des pa- 
rallèles; 2*. MO = OQ et NI = l$( 7 ç,); donc 

l'arc MA Q = l'arc NBS < 7 4) , et = 

£-^ou MA = ND ;oc, Msi mesure l'angle 

AN M, et ND mesure l'angle HMD; donc.,., etc. 

Mê m e démo ns t rat ion p o u r ! es an gtes o b t us A Nfï, 
BNM, CMN, DMF. 

lot. Scholie. Il suit du théorème précédent, 
que deux angles aigus ou deux angles obtus pria 
sur chaque parallèle , sont égaux. 

On donne différens noms à ces angles comparés 

On nomme internes externes ceux qui sont for- 
més du même côté de !a sécante, l'un en dedans , 
l'autre en dehors des parallèles ; tels sont les angle» 
HNB, HMD, ou HNA, HMC. 

On nomme alternes internes ceux qui sont for- 
més des différens côtés de la sécante, tous les deux 
en dedans des parallèles; tels sont BNM, CMN, 
ou A NM, D MN. 

Les angles alternes externes sont ceux qui sont 
formés de différens côtés de la sécante , mais en 
dehors des parallèles; tels que HNB, CMF, ou 
AN H, DM F. 
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Enfin les angles formés d'un même côté de la 
sécante et en dedans des parallèles , sont dits inté- 
rieurs; tels sont BNM.DMN, oaANM, CMN. 

Ainsi donc lorsque deux parallèles sont coupées 
par une oblique, 1°. les angles alternes internes 
sont égaux : car l'on a ANM = DMN, par le 
t hé orêra e pré c éden t. 

a*. Les angles internes externes sont égaux , car 
\' oa *ANM = HNB; donc DMN=HNB. 

3°. Les angles alternes externes sont égaux ; car 
l'on a CMF= DMN; donc CMF ~ HNB. 

4°. La somme des deux angles intérieurs vaut 
toujours deux angles droits, car l'on a BNH + 
BNM= deax angles droits: or, BNH=DMN; 
donc DMN + BNM= deux angles droits. 

Réciproquement si les angles ci dessus nommés 
sont égaux , les lignes auxquelles ils se rapportent 
sont parallèles : car soit BNH=DMN, on en. 
conclura ANM = DMN; donc l'arc MA = 
l'arc ND, ou s MA = a MD , et la corde MQ=? 

la corde NS ou = — — ; donc les deux points 

M, N sont équidistans , donc les deux lignes _dB, 
CD, sont parallèles. 

103. Théorème. Si deux aa$e$BAC,DEF, 
ont les cotés parallèles chacun à chacun, et dirigés 
dans le même sens, ces deux angles seront égaux. 

Prolongez le côté DE jusqu'en G, tes angles-. ,. 
DE F, DGC sont égaux (1 02) ; mais l'angle DQC ! 
= BjitC, par la même raison ; donc DEF=BAC, 

Nota. Si les côtés n'étoient pas dirigés dans la 
même sens , comme EF, GA,\e.s angles ne se- 
roient pas égaux quoique les cotés fussent paral- 
lèles , mais on auroit dans ce cas la somme des deux 
DEF + D Gj4 = 2 angles droits. 

\ " C a 
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104. Théorème. Quelle que soit la position d'un 
angle par rapport au cercle , il aura pour mesure la 
moitié de la somme des deux arcs interceptés entre 
'■a. ses côtés prolongés en dessus et en dessous. 

1°. Si l'angle est au centre du cercle, les deux 
diamètres jiM, BN en se coupant forment deux 
angles égaux (4°) 1 e t interceptent des arcs égaux 
(q4); les deux angles j4RB, MRN réunis, ont 
pour mesure u£ B + MN (100) ; donc un de ces 
-JB+Mtf 

angles seul aura pour mesure , 

1". Si le sommet de ces angles est hors du centre , 
mais dans le cercle en O , par exemple, les deux 
angles QOP, COD, sont égaux entr'eux (40) , et 
aux deux angles au centre formés par les deux 
diamètres parallèles aux cordes (io3); donc ils 
ont même mesure , donc la mesure de POQ= 

^±^.;^\ S ^B+MN=CI) + PQ( 9 5), 



3'. Si l'angle a son sommet sur la circonférence 
même du cercle , tel que Q' O' P', l'arc CD=o , et 

Vo**toxi)a a rs P'QO' =MRN^^-^-. 

4°. Enfin , si le sommet est hors du cercle et de la 
circonférence en S , on a toujours PSQ = MRff 

+ FQ—DC 
et = — ï~ (96) , ce qui est tou- 
jours le même cas en prenant l'arc convexe négatif; 
donc, etc (1). 

(1) Voici comme on peut concevoir que l'arc convexe 
doit être pris négatif. 
Si l'on suppose que les points PQ conservant la même po« 
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10J. Schoîie. Un angle qui a son sommet dans 
le cercle et hors du centre est nommé excentrique ; 
il à donc pour mesure la moitié de ia somme des 
deux arcs compris entre ses cotés prolongés en 
dessus et en dessous. 

Un ongle qui a son sommet à la circonférence , 
est nommé un angle inscrit; il a pour mesure la 
moitié de l'arc compris entre ses côtés. 

Un angle qui a son sommet hors de la circonfé- 
rence s'appelle circonscrit , et a pour mesure la 
moitié de la différence de l'arc concave sur l'arc 

1 06. Corollairepremier. Tousles angles BAC, r, t . j(. 
BDC, inscrits dans les mêmes segmens, sont égaux; 

car ils ont pour mesure la moitié de BOC. 

107. Corollaire deuxième. Tout angle inscrit 

B A D, appuyé sor le diamètre, est un angle droit ; js. 
car il a pour mesure la moitié de la demi-circon- 
férence ou le quart de là circonférence. 

108. Corollaire troisième. L'angle C^E formé Fie. 'e- 
par une tangente et une corde a pour mesure la 
moitié de l'arc soutendu par la corde , car c'est un 
angle inscrit; il a donc pour mesure la moitié de 
l'arc intercepté entre ses cotés. 



«ition , le sommet 0 s'éloigne, en rapprochant de la circonfé- 
rence , l'angle QOP diminuera , ainsi que l'arc COD. Lors- 
que le sommet O sera parvenn iuc la circonférence en O', 
l'arc CDseraiéro: si le sommet O r s'éloigne encore, et 
prend la position S , l'angteaura encore diminue , ainsi que 
l'arc qui luiserl de mesure ; mais la partie PQ reste la même 
par la supposition ; donc il faut que la diminution s'opère 
dans l'arc de dessus : or , cel arc est léro , lorsque le som- 
met est en O' ; donc s'il diminue encore, il sera au-dessous 
do zéro, c'est-à-dire, négatif.. . 

f 7. 
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On peut d'ailleurs appliquer à ce cas particulier 
la démonstration du cas général. 

Car les deux diamètres BM, PN étant paral- 
lèles à la tangente AE et à la corde A C, l'angle 
CAE = MDN } donc il a pour mesure l'arc 
MN;ov, l'on a A C + CN=AB + BP , et 
CN + NM=AB : donc AC=BP+NM 

= *NM, donc NM=— , 

a 

109. Problème premier. Diviser an arc ou ni» 
angle donné BAC en deux parties égales. 

Fis. 17- Menez la corde B C du centre A , abaissez une 
perpendiculaire sur le milieu de la corde (70), 
cette perpendiculaire divisera l'arc et l'angle en 
deux parties égales (79). 

1 IO. Problème deuxième. Au point A de la 
ligne AD, faire un angle égal à un angle donné M. 

ne- }«. Du point M, comme centre , et d'un rayon arbi- 
traire, décrive! l'arc NP$ du point A , comme 
centre et d'un même rayon , décrivez l'arc indéfini 
D 10 j prenez la corde D 1= P par les points 
A et I, menez la ligne AI, l'angle DA /sera 
égal à l'angle M ; car ils seront mesurés par des 
arcs égaux (74). 

III. Problème troisième. Mener une perpen- 

r>8- "-dioulHireèJ-extrémité-d'nneligne donnée MB, d'un 
point quelconque C, comme centre, et d'un rayon 
égal à CB, décrivez une circonférence qui coupera 
la ligne donnée en un point A ; par ce point et par 
le centre C, tirez le diamètre AD, de l'extrémité 
D , abaissez la ligne DB, elle sera la perpendicu- 
laire demandée. 

_ Car A BD sera un angle inscrit appuyé sur le 
diamètre ; donc il sera droit (107) , donc DB sera 
perpendiculaire à l'extrémité de MB. 
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Ilî. Problême quatrième. D'un point donné 
A hors d'un cercle , mener une tangente à la cir- 
conférence du cercle. Fig.J». 

Du point A au centre , menez la droite CA sur 
cette ligne comme diamètre, décrivez la circon- 
férence AMC, qui coupera le cercle donné en 
deux points M,N : du point A aux deux points 
d'intersection , menez les lignes A M, A N, elle» 
seront tangentes au cercle demandé. 

Car si'du point Cetdupoint^onmène les cordes 
CM, AM, l'angle A MC sera droit (107) ; donc 
A M sera perpendiculaire sur CM, donc elle sera, 
la tangente demandée (84). 

Ce problème, comme on voit , est susceptible de 
deux solutions , c'est-à-dire , que d'un point donné 
hors d'un cercle, on peut toujours mener deux tan- 
gentes à la circonférence. 

llj. Problème cinquième. Faire passer une 
circonférence de cercle par trois points donnés qui 
ne sont pas en ligne droite. 

Joignez les points A , B, D par les deux lignes Fig. 4a. 
droites AB, BD; sur le milieu de ces droites élevez 
les perpendiculaires CG, CF, le point de rencon- 
tre C sera le centre du cercle cherché. 

Car par la propriété de ta première perpendicu- 
laire on a le point C à égale distance de A et B ; 
par la propriété de la seconde perpendiculaire , le 
même point C est à égale distance de B et D; donc 
il est le centre de la circonférence qui passe par les 
points A, B, D. 

1 1 4. Corollaire premier. La position et la gran- 
deurd'une circonférence sont déterminées dèsqu'on 
coitnoît son centre et son rayon : or, trois points 
donnés nous font connoître Fun et l'autre ; donc 
trois points qui ne sont pas en ligne droite détermi- 
nent la position et la grandeur d'un cercle. 
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1 1 5. Corollaire deuxième. Deux circonférences 
de cercle ne peuvent se couper en trois, car elles 
auroient trois points de commun, et par conséquent 
même centre et même rayon ; elles ne seroient donc 

1 1 6. Problème sixième. Un arc de cercle étant 
donné , trouver le centre de la circonférence à 
laquelle il appartient. 

Fis, 4i- Prenez à volonté trois points jf, B , Cdans cet 
arc , joignez-les par les deux cordes B, B C , 
divisez ces cordes en deux parties égales , comme 
dans le problême précédent, le centre se trouvera 
au point de concours des deux lignes de division. 

117. Problême septième. Trouver le rapport. 
Homérique de deux lignes droites données j£B, 
CD, ou démontrer qu'elles sont incommensurables. 

Ti E .«>. Portez la plus petite CD sur la plus grande au- 
tant de fois qu'elle y est contenue, par exemple 
trois fois avec le reste BE....; portez le reste BE 
sur la ligne CD, autant de fois qu'il y est contenu, 
par exempledeux fois avec un reste DF. portes, 
ce second reste sur le premier BE autant de fois 
qu'il peut y être contenu, par exemple trois fois 

avec un reste BG ; portez le troisième reste sur 

le second , et continuez ainsi jusqu'à ce^ que vous 

de fois juste dans celui qui le précède. 

Alors ce dernier reste sera la commune mesure 
des lignes proposées : ainsi dans l'exemple cité , sî 
l'opération se termine à la troisième division, !a 
ligne B G sera la commune mesure des deux lignes 
proposées , et si B G est contenu cinq fois dans 
FD, en prenant £ G pour l'unité, on trouvera que 
1'expreswon numérique du rapport de j£B ■ CD 
est ~. 
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Cette méthode qui nous vient d'Euclide(£j(..rJ/, 
prop, 2), est la même que celte qu'on suit en ar>fh- 
iin.'riijue pour trouver le plus grand commun divi- 
seur de deux nombres. On peut aussi y employer la 
suivante qui est plus simple et aussi directe. 

En reprenant l'exemple ci-dessus , après avoir 
trouvé que la plus petite ligne CD est contenue 
trois fois dans la plus grande ^4 B , et que le reste 
rentre deux Fors dans la plus petite avec un nou- 
veau reste 5 , au lieu de rapporter ce second reste 
au précédent, comme on a fait par la première mé- 
thode , on peut le rapporter de nouveau à la plus 
petite ligne. On trouvera qu'il y est contenu sept fois 
avec un reste 1 ; on rapportera ce reste à la même 
ligne CD , et Von trouvera qu'il y est contenu dix- 
huit fois avec un reste 1 = B G , qui sera nécessai- 
rement la mesure commune. 

Si on ne parvenoit jamais à un reste qui fût l'unité 
ou une partie aliquote de la ligne CD, les lignes 
j4 B, CD seroient incommensurables, on ne pour- 
ront alors trouver le rapport exact des deux lignes , 
mais en négligeant le dernier reste on trouvera nn 
rapport d'autant plus approché que l'opération aura 
été poussée plus loin. Ployez les fractions conti- 
nues Arithmétique , n°.yz, et Algèbre, n°. 34, et le 
Journ.Poly technique, cinquième cahier, pag. 59. 

Ce que nous venons de dire pour trouver la com- 
mune mesure de deux lignes droites, a également 
lieu pour les arcs de cercle, les angles et généra- 
lement toutes les quantités homogènes que l'on 
compare ensemble; car un arc, par exemple, peut 
se porter sur un autre arc de même rayon, comme 
une ligne droite sur une autre ligne droite. 
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ARTICLE III. 

Des figures. 

1 18, Des lignes qui, en se réunissant par leur* 
extrémités , renferment un espace , forment une 

Les figures prennent différens noms suivant le 
nombre de leurs côtés. 

Fig. Si. Une figure de 3 côtés se nomme triangle. 

Fi S . is. de 4 côtés quadrilatère. 

F, s . ss. de 5 côtés pentagone. 

Fi B . 6o , de6 cotés hexagone. 

de 7 côtés eptagone. 

de 8 côtés octogone. 

Une figure de plusieurs côtés en général un poly- 
gone. 

La plus simple de toutes les figures est le triangle, 
parce qu'il faut au moins trois ligues droites pour 
renfermer un espace. 

La plus composée des figures qu'on considère 
dans les ouvrages élémentaires, c'est le cercle, parce 
qu'il n'y en a pas qui ait plus de côtés que lui. 

ï 1 9. A proprement parier le cercle n'est pas un 
polygone rectiligne, puisqu'il ne peut pas être com- 
posé de lignes droites ; quelque petites qu'on les 
suppose , il ne peut être considéré que comme la 
limite des polygones qu'on peut lui inscrire et cir- 
conscrire, c'est-à-dire que plus les polygones ins- 
crits et circonscrits au môme cercle ont de côtés , 
plus ils approchent de la courbe circulaire, sans 
pouvoir néanmoins se confondre avec elle. Mais 
comme rien ne limite le nombre des côtés des poly- 
gones qu'on peut inscrire et circonscrire au mSnis 
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cercle, on peut Je supposer si grand que la diffé- 
rence entre le polygone inscrit et circonscrit et la 
cercle , soit plus petite que toute grandeur donnée. 

Des propriétés des triangles. 

1 10. Le triangle est une figure terminée par 
trois lignes droites. 

Le triangle prend différens noms suivant le rap- 
port de ses côtés et la qualité de ses angles. Ii s'ap- 
pelle : 

Equilatéral s'il a ses trois côtés égaux. R«. «- 

Isocèle s'il a deux côtés égaux. Kg. 44. 

Scalène s'il a trois côtés inégaux. Hs-4*- 

Par rapport aux angles. 

Rectangle. s'il a nn angle droit. Ftg. v. 

Obtusangle s'il a unaneleobtus. Tig- is. 

Acutangle s'il a les trois angles aigus. Ft 6 . 44. 

Le côté opposé à l'angle droit dans un triangle , 
est appelé hypoténuse. Lorsqu'on compare deux 
triangles, on nomme côtés homologues ceux qui 
sont opposés à des angles égaux dans les deux 
triangles. 

111. Théorème. Les trois angles d'un triangle 
pris ensemble valent deux angles droits. 

Par un des angles C, soit menée la ligne DE pa- Fig. «t. 
rallèle au côté opposé -<4B, la somme des trois 
angles DCA + stCB + BCE, formés sur la 
ligne DE par la réunion des deux lignes AC, BC= 
deux angles droits (36) : par la propriété des paral- 
lèles DCA= CAB et BCE= CBA (10=) ; donc 
en substituant on a QuîB + ABC + ACB = 
deux angles droits. ■ 
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111. Scholie. L'angle droit est mesuré par un 
arc de go i lorsque le cercle est divisé" en 36o , et 
par un arc de îoo 11 lorsque le cercle est divisé en 
4oo , c'est-à-dire selon la nouvelle division. 

Donc les trois angles du triangle sont mesurés 
par iRo d dans le premier, et par2oo d dansle second. 
Le théorème précédent peut donc s'énoncer ainsi : 

La somme des trois angles d'un triangle vaut 
toujours iSo i ou deux angles droits. 

113. Corollaire premier. Dans un triangle il 
ne peut y avoir qu'un angle droit , car s'il y en avoit 
deux, le troisième serait zéro; donc les deux côtés 
ne se réuniroient pas. 

1 14. Corollaire deuxième. Dans un triangle il 
ne peut y avoir qu'un angle obtus; car s'il y en 
avoit deux, leur somme seroit plus grande que deux 
angles droits, et à plus forte raison la somme des 
trois angles. 

115. Corollaire troisième* Lorsqu'un triangle 
est rectangle , ou a un angle droit , fa somme des 
deux autres égale un angle droit, et chacun de ces 
deux angles est dit le complément de l'autre. 

1 16. Corollaire quatrième. Un triangle quel- 
conque peut toujours être coupé en deux triangles 
rectangles , en abaissant une perpendiculaire du 
sommet d'un angle sur le côté qui lui esc opposé. 

I 17. Corollaire cinquième. Si l'on connoît les. 
deux angles d'un triangle , le troisième est aussi 
connu : car il est ce qui manque aux deux autres 
pour valoir deux angles droits. C'est ce que l'on 
appelle le supplément. 

1 18. Théorème. Dans un triangle l'angle exté- 
Fi ( . 4?. rieur Formé par un coté et le prolongement d'un 
autre côté, est égal à la somme des deux angles 
intérieurs qui lui sont opposés. 
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Car les deux angles CBN + CB^t = deux an- ' 
gles droits (36); mais CB^t + C^i B + ^CB = 
aussi deux angles droits , d'où retranchant CBA de 
parc et d'autre, on a CBN = CsiB + ^ÇB. 

1 29. Corollaire. La somme des trois angles exté- 
rieurs d'un triangle est égale à quatre angles droits ; 
car chaque angle extérieur avec son intérieur adja- 
cent vaut deux angles droits (36); donc la somme 
totale des Intérieurs et des extérieurs vaut six angles 
droits , mais la somme des trois intérieurs vaut deux 
angles droits; donc la somme des extérieurs en vaut 
quatre. 

130. Théorème. Dans un triangle scalène , au 
plus grand angle est opposé le plus grand côté, et f^,. 
au plus petit angle est opposé le plus petit enté, 

et réciproquement. 

Car ou peut toujours Faire passer une circonférence 
de cercle par les trois angles d'un triangle BCj 
les trois côtés du triangle seront les cordes qui sou- 
tendront les arcs opposés aux angles : mais au plus 
grand angle est opposé le plus grand arc, et par con- 
séquent , la plus grande corde, et au plus petit angle 
est opposé le plus petit arc, et par conséquent la 
plus petite corde (75) ; donc. . . . etc. 

Réciproquement le plus grand côté sont end ra le 
plus grand arc, lequel mesurera nécessairement 
le plus grand angle , et le plus petit côté soutendra 
le plus petit arc , lequel mesurera le plus petit 
angle. 

I JI. Corollaire. Dans le triangle ïsocèle^CB, 
les deux côtés égaux seront opposés à des ^n^-lus 
égaux ; car ils soutendront des arcs égaux , lesquels 
mesureront par conséquent des angles égaux. 

Dans le triangle équilatéral, les trois angles seront 
égaux puisque les côtés ïe sont. ris. «■ 
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Nota. Il ne faudroit pas conclure cependant 
généralement que les côtés sont proportionnels aux 
angles, et les angles aux côtés (78). 

ARTICLE IV. 

De l'égalité des triangles. 

I JZ. Deux triangles sont égaux si, en suppo- 
Hg.g,. fant qu'on les pose Pun sur l'autre, on peut prou- 
ver qu'ils coïncident dans tous leurs points. 

Pour juger de l'égalité de deux triangles, il 3uffit 
de comparer les trois côtés et deux angles d'un 
triangle avec les trois côtés et deux angles du se- 
cond triangle : parce que deux angles étant donnés, 
le troisième l'est aussi nécessairement ; or, si de 
ces cinq choses, trois côtés et deux angles, trois 
dans un triangle sont égaux aux trois homologues 
dans un autre triangle , les doux triangles seront 
égaux en tout. C'est ce que nous allons démontrer 
dans les théorèmes suivans. 
Fi 6 .î.. J 33- Théorème. Deux triangles ABC, abc r 
qui ont leurs cotés homologues égaux, sont égaux 
en tout. 

Des points^ et Set d'un rayon AC=ac, et 
£C=bc, décrivez deux arcs m Cn, eCf, qui sa 
coupent au point C, posez le point a sur le pointé, 
et le point b sur le point B : le point c tombera né- 
cessairement sur le point C , car il doit tomber sur 
un des points de l'arc mCn, puisque^ C=ac , 
il doit tomber aussi sur un des pointa de l'arc e Cf, 
puisque BC=bc; donc il doit tomber sur le point 
C, commun aux deux arcs , donc le côté ab coïn- 
cidera avec ^B,ac avec A C, et bc avec iJC; 
donc les deux triangles *eront égaux. 
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134. Théorème. Deux triangles qui ont deux 
angles égaux chacun à chacun et le côté compris 
entre ces angles égal de part et d'antre, sont égaux 

Poses le point a surie point A, et le point b surFig.si. 
le point B ; la ligne a b coïncidera avec AB par 
la supposition. Si l'angle a = A et l'angle b~ B, 
il est évident que le côté ac prendra la direction 
AC, et le côté bc la direction BC; maïs ces 
deux côtés se réunissent an point c; donc le point 
C devra se trouver sur la réunion de deux côtés 
AC,A C; donc il tombera sur le point C ; donc 
• tout le triangle abc coïncidera parfaitement avec 
tout le triangle ABC 

I î 5 . Théorème. Deux triangles qui ont deux 
ongles égaux , et le côté opposé à l'un de ces an- 
gles égal de part et d'autre , sont égaux en tout. 

Car si deux angles d'un triangle sont égaux aux 
deux angles correspondans d'un autre triangle , le 
troisième angle est égal de part et d'autre (127); 
donc le côté égal se trouvera compris entre deux 
angles égaux , et ce cas rentrera dans le théorème 
précédent. 

I 36. Théorème. Deux triangles qui ont deux 
côtés égaux, et l'angle compris entre ces côtés 
égaux , égal de part et d'autre , sont égaux en 

Posez le point c sur C, et a sur A , les cotés AC, Fig. fa. 
a c coïncideront par la supposition. Si l'angle c = C 
le côté c b prendra la direction CB : or, ces deux 
côtés sont supposés égaux ; donc le point b tombera 
sur le point B;donc le triangle aie coïncidera 
parfaitement avec le triangle ABC. 

137. Théorème. Deux triangles qui ont deux 
cités égaux , et un angle opposé à l'un des côtés 
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égaux , égal de part et d'autre , sont égaux , pourvu 
que le second angle opposé à l'autre côté égal , 
Fi S , 5>- suit de même espèce dans les deux triangles, 

$o\tac = AC, ic=BC,ec l'angle a = A: 
du point c comme centre , et du rayon CB = cb , 
décrivez l'arc B M, qui coupe la ligne ^Seu 
deux points B et M. 

Posez le point a sur j/,etcsurC qui coïncide- 
ront par la supposition, et le côté ab prendra la 
direction A3 , parce que l'angle a~ A : le 
point b devra se trouver sur un des points de l'arc 
B M, puisque cb = CB ; de plus , il sera aussi 
sur un des points de la ligne A B, puisqu'il appar- 
tient aussi à la ligne ab ; donc il sera sur un des 
deux points B ou M ; mais l'angle b est supposé 
de même espèce que B; donc le point b tombera 
sur S, si les deux angles sont aigus, et sur M, s'ils 
sont obtus. 

138. Corollaire premier. Deux figures quel- 
conques qu'on peut partager en un égal nombre 
de triangles égaux, sont égales. 

139. Corollaire deuxième. De l'égalité des 
triangles, on peut conclure que deux parallèles 

nt-^-AB, CD, comprises entre deux autres parallè- 
les BD,AC, sont égales ; car si on mène les per- 
pendiculaires A M, DN, on aura les deux triangles 
ABM, CDN, qui auront, \". un angle droit 
chacun ; h°. l'angle MAB = N DC ( io3) ; 
3°. AM=DN; donc les deux triangles ont deux 
angles égaux , et le côté compris égal ; donc ils se- 
ront égaux en tout j donc AB = CD. 



ARTICLE 
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■ARTICLE V. 
Des. Polygones et de leurs principales propriétés. 

140. On distingue trois sortes de polygones , lej 
irréguliers , les symétriques et les réguliers. 

Les polygones irréguliers sont ceux qui ont des 
angles et des câtés inégaux. 
^.Les polygones symétriques sont ceux dont le* 
côtés opposés sont parallèles et égaux. 

Les polygones réguliers ont tous leurs côtés et 
tous leurs angles égaux. 

La plus simple des figures régulières est le trian- 
gle équilatéral. 

Un quadrilatère dont les côtés-opposés sont pa- F* «. 
rallèles , se nomme rhombe (i). 

Si le quadrilatère est régulier, il se nomme Fjg.55; * 

S'il est irrégulier, ayant deux côtés parallèles-, Fig. 34. 
c'est un trapèze. 

Si le quadrilatère a ses côtés égaux et parallèles, Fi B sa 
et les angles égaux deux à deux, c'est un lozange. ' 

Le quadrilatère qui a les quatre angles droits , fi s . *k 
est appelé rectangle. 

Toute ligne qui traverse un polygone , en allant 
d un angle à un autre , se nomme diagonale. 



Çi) On nomme ordinairement parallélogramme, le qua- 
Inlafere dont lea cnléa oppoeéi sont parallèles. Mais cette 
lénominaLion ne convient pas plus à la. figure de quatre cù- 
és , que de su on de huit ■ noua croyons devoir adopter la 
iénonunalion de rhombe queLegendre lui a donnée ; nous 
sn ferona de même pour quelques autres «pressions qui ' 
tendent à donner au langage géométrique plus d'eiactiluda 
ït de précision. ( Voyez la GèomitrU d. Ltgauire. ) 
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I41. T/teoréme. Un polygone quelconque peut 
toujours être divisé en autant de triangles qu'il a 

. s». D'un point quelconque M pris dans le polygone , 

on peut tirer des lignes droites MC, MD à 

tous les angles ou pointes du polygone.: chaque 
côté du polygone sera la base d'un triangle; donc 
il y aura autant de triangles que de côtés. 

14*- Théorème. La somme de tous les angles 

, cl formés par la réunion de deux côtés consécutifs du 
polygone , égale autant de fois deux angles droits 
qu'il y a de côtés , moins deux. 

Car si d'un point quelconque O , du poly- 
gone on tire des lignes aux angles du polygone ou 
aux pointes , on formera autant de triangles que la 
polygone a de côtés , et la somme des angles de 
tous ces triangles sera la même que celle des an- 
gles du polygone , plus celle des angles formés au- 
tour du point O ; cetle somme égalera donc deux 
angles droits pris autant de fols qu'il y a de triangles 
ou de côtés ; mais la somme des angles autour du 
point O , vaut quatre angles droits (42) ; donc si 
on retranche cette somme de la somme totale , on 
aura pour la somme des angles intérieurs du poly- 
gone , autant de fois deux angles droits qu'il y a da 
côtés moins deux. 

143. Corollaire premier. Si le polygone est ré- 
gulier , chaque angle intérieur égalera la somme 
totale divisée parle nombre des angles, ou des côtés; 
ainsi , 

Dans le triangle équilatéral , chaque angle est de 



Danslequarre, ona — — 90". 
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^ , 3Xi8o a CJ 
Dans le pentagone , on a =100 . 

Dans l'hexagone, on a. . ; ^ X ^° =iao J . 

It ainsi des autres polygones réguliers. 

144. Corollaire deuxième. La somme des an- 
gles extérieurs formés par chaque côté du polygone 
D C et le prolongement du consécutif FD , vaut Fis- 

toujours quatre angles droits ou 360* ; car 

chaque intérieur FOC avec son extérieur adja- 
cent CD H , vaut deux angles droits, donc les 
intérieurs et les extérieurs valent ensemble 1 8o d pris 
autant de fois qu'il y a de côtés. Mais les intérieurs 
seuls valent 180* au'ant de fois qu'il y a de côtés , 
moins 360* ; donc la somme des extérieurs CDN 
+ 5CG.... est 36o*. 

- \^. Scholie. La proposition démontrée dans le 
théorème précédent est également vraie pour les 
polygones irréguliers , pourvu qu'on ait soin d'ex- 
clure ceui qui ont des angles rentrans ; c'est-à-dire Fis- s», 
qui peuvent être rencontrés en plus de deux points 
par une lignedroite. Si le polygonea des angles ren- 
trans, la somme des angles extérieurs formés par la 
réunion de deux côtés du polygone , plus la somme 
des angles rentrans = 4 angles droits , plus deux 
angles droits répétés autant de fois qu'il y a d'angles 

Soit en effet le polygone ABCDF, la somme de 
ses angles extérieurs sera 4 angles droits. Suppo- 
sons que le c6té B C devienne BMC, la somme 
des angles extérieurs augmente de la somme des 
deux angles JifîC + MCB= 1 angles droits — 
l'angle M. On peut en dire autant de chaque angle 
rentrant , d'où on peut conclure que la somme des 
angles extérieurs, plus celle des angles rentrans, 
D 3 
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égale quatre angles droits, plus deux angles droits 

répétés autant de fois qu'il y a d'angles rentrans. 

1 46. Corollaire troisième. Dans un polygone quî 
n'a point d'angles rentrans , la somme des angles 
extérieurs est égale à la somme des angles au cen- 
tre : car l'une et l'autre vaut 36o d , et quand le po- 
lygone est régulier, chaque angle extérieur CDU 
est égal à l'angle au centre O. 
Fij.6o, 147- Théorème. Si des pointes d'un polygone 
régulier on mène les lignes DO, EO, GO qui par- 
tagent en deux parties les angles intérieurs du po- 
lygone, ces lignes, prises des pointes jusqu'au point 
de rencontre, seront égales. 

Car l'angle ODE=OED , puisqu'ils sont moitié 
d'angles égaux; donc le triangle ODE est isocèle 
(i3i) : par la même raison E OG, GOji, sont 
isocèles; donc les lignes OD, OE,OG..... etc. 
sont égales. 

'148. Corollaire. Tout polygone régulier peut 
être inscrit à un cercle , car si du point de con- 
cours O et d'un rayon = OD on décrit une cir- 
conférence , elle passera par toutes les pointes 
du polygone ; le point O sera le centre du poly- 
gone. 

149- Théorème. SÏ du centre du polygone on 
abaisse des perpendiculaires OM, ON, sur les côtés 
DE, E G, ces perpendiculaires seront égales entre 
elles. 

Fi s . eo. Car 1°. les deux triangles OEM, OEN, auront 
un angle droit chacun ; 2 0 . OEM= OEN; 3°. le 
côté OE est commun aux deux triangles; dons 
OM=ON(i5S). 

1 JO. Corollaire. Tout polygone régulier peut 
être circonscrit au cercle; car si du centre O du 
polygone et d'un rayon = QM, on décrit une cir- 
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conférence , elle passera par les points M , N. ... , 
milieu des côtés DE, EG. ■ 

Les lignes OO, OE sont nommées les rayons 
obliques du polygone, et les perpendiculaires OM, 
ON, en sont les rayons droits, ou apothèmes. 

Scholie. Le triangle équilatéral étant un 
polygone régulier, peut être inscrit et circonscrit 
à un cercle; et non-seulement le triangle équila- 
téral jouit de cette propriété, mais encore un trïan- Fig. <ii 
gle quelconque isocèle ou scalène. Car 1°. on peut 
toujours faire passer une circonférence de cercle 
par trois points non posés en ligne droite; donc on 
pourra inscrire un triangle quelconque dans un cer- 
cle, s". Si on divise deux angles trun triangle en 
deux parties égales par les lignes ^tO, BO, et 
que du point du concours des deux lignes on abaisse 
les trois perpendiculaires OM, ON, OP, sur les 
trois côtés 3 ces trois perpendiculaires seront égales. 
Car i°. les deux triangles 0\AM, OjfN , seront 
égaux (t 35); donc OM= ON. a\ Les deux trian- 
gles OBN, OBP, seront égaux pour la même 
raison; donc ON= OP. Donc si du point 0, 
comme centre, et d'un rayon = OM, on décrit 
une circonférence, elle touchera les trois côtés aux 
points M, N, Pj donc, etc. .in.. 

1 Théorème. Le côté de l'hexagone régulier 
est égal au rayon du cercle circonscrit. '<■ ■ 

Car dans l'hexagone l'angle à la circonférence Fi a ,co_ 
'EZ>C= iso* (i43), donc. CDO= 6o4, par la 
même raison DCO= 6o\ donc DC 0 = 6o d , donc 
le triangle OCD est équilatéral (t3i), c'est-à-dire 
queO-D = Z>C. 
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ARTICLE VI. 



De Passortissement ou assemblage des jiguresl 

IÇJ. Lorsqu'on assortit les figurés, on les réunit 
par leurs angles, et pour que les figures qu'on réu- 
nit ne laissent aucun vide autour du point de réunion, 



par les côtés qui se réunissent soit égale à quatre 
angles droits ou 36o j ;(4*). 

Il n'y a que trois sortes de polygones réguliers 
de même espèce , dont les angles puissent remplir 
exactement l'espace qui est autour d'un' point 

n&.fi.' Six triangles équilatéraux ; car chaque angla 
du triangle, équilatéral est de 6o a ; donc six angles 

6 x 6o J = 36o d . 
. a*. Quatre angles du quarré ; car chaqne angle 
' s ' 3 ' du quarré est droit , ouvaut go 11 ; donc quatre angle» 
•= 4 x:go J = 36o J . 
t\i m' . ~^ ro ' s an B^ es c ' e l'hexagone ; car chaque an- 
La réunion des angles de tout autre polygone 
régulier donnera plus ou moins de 36o J ) comme il 
est aisé de s'en couvaincrë. ..... ! 

I Î4- Problème premier. Sur une, ligne donnée 
r utB\, construire un. triangle équilatéral, ' , 
: Du point comme centre , et d'un rayon j4B, 
Fis 70. décrivez l'arc du cercle ah ; du point B comme 
centre, et du même rayon , décrivoz j'aie t ■f/.-pai- 
le point d'intersection O , menez les lignes O t 
OB, et le triangle^OBsera équilatéral; car ses 
trois côtés seront rayons de cercles égaux. 

1 55. Problème deuxième. Faire sous un angle 




$les formés 
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àarraéJH, et sur uneligne donnée j4B un rhombe. 

A l'extrémité de la ligne ^4B , faites l'angle a s. 
B^B=M i par le point D menez la ligae iJC 
égale et parallèle à ^4B ; joignes B C , et la figure 
jera le rhombe demandé. 

I î6. Problème troisième. Inscrire un quarré 
dans un cercle donné. 

Menez deux diamètres perpendiculaires Fun sur f, t _ M> 
l'autre : joignez les quatre extrémités de ces diamè- 
tres par des cordes, et tous aurez le quarré ^4BCD t 
inscrit au cercle ; car , i". les qaatre côtés seront 
égaux , puisque ce sont des cordes qui soutendent 
des arcs égaux : 1° . les angles seront hussi égaux ; 
car ils sont tous les quatre inscrits , appuyés sur le 
diamètre. ', 

I 57- Problème quatrième. Inscrire un octo- 
gone dans un cercle donné. 

Inscrivez d'abord un quarré, du centre du cercle F | s6t ^ 
abaissez des perpendiculaires sur les côtéî du 
quarré ; ces perpendiculaires prolongées ; partage- 
ront les arcs en deux parties égales , et les cordes 
des arcs formés par ces divisions seront les côtés de 
l'octogone. 

1 58. Scholie. En subdivisant le côté de l'octo- 
gone en deux parties , on trouverait le côté d'une 
figure de l6 côtés.... etc. On peut donc par ce pro- 
blème trouver les cordes qui soutendent dans un. 
cercle les ares de ^, J-, 5 >tï-»> de la circonFé- 

r $9. Problême cinquième. Inscrire un hexa- 
gone dans le cercle. 

Portez successivement le rayon du cercle six fols Fi S . so, 
sur la circonférence (i5s). 

1 60. Scholie. On inscrira un triangle équilatéral 
dans un cerele en tiraat les cordes qui souteudent 
D4 
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des arcs doubles de l'hexagone : pareillement en di- 
visant le côté et l'arc correspondant de l'hexagone 
en deux parties égales , par une perpendiculaire 
abaissée du centre , on aura une figure de i a côtés ; 
en subdivisant celle-ci par la même méthode, on 
en aura une de a4-.« etc. 

Ce problème et les correspondais nous donnent 
les moyens de diviser un cercle en a , en 4 , en G , 
en 8 , en is, en 16 , en 14.... parties égales. Nous 
verrons plus bas le moyen de le diviser en 5 , en 1 o, 
en i5, en ao.... parties égales ; mais on n'a paâ en- 
core le moyen de diviser élémentairement le cercla 
en sept parties égales. 



SECTION III. 

Des lign es considérées quant aux rapports qu'elles 
peuvent avoir cntr 'elles (b). 

1 61 . Les lignes peuvent être exprimées par des 
tiombres , comme toutes les grandeurs quelconques. 
Il suffit pour cela de prendre une ligne pour unité 
de mesure , et de comparer les autres lignes à celle- 
là ; alors chaque ligne représente un certain nom- 
bre d'unités , entier ou fractionnaire , commensu- 
rable ou incommensurable. On peut donc les com- 
parer entr' elles , comme on compare les nombres , 
et déduire de leur comparaison plusieurs propriétés 
fondées sur la nature des proportions. 

162. Théorème. Des lignes parallèles BM, 
CN, DP qui divisent en parties égales ^3, 

l BC,CD, un des cfités^A" d'un angle X^tY, 
divisent pareillement l'autre côté ^fYen parties 
égales entr'elles. 
Par les points de division M, N, P, menez les 
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l'\gnesMa,NÙ, Pc parallèles àAX, lestrian- 
gles MaN , NbP , seront é^aux entr'eux et au. 
triangle A BM ; car, 1°. Ma = B C = A B. 
2°. L'angle a M N = BAM et MaN = 
JV (io3) i donc Jlf JV = ^ Par la même 
.raison NP = AM.... F Q = A M. 

1 6 j. Corollaire. On a donc la proportion AB: 
A M::B_C-.MN::CD : NP :: D F-.PQ::... 

164. Théorème. Si une iignu'ôe parallèle à la 
base d'un triangle XAY divise le côté AX en F 's 
deux parties qui aient entr'elleset avecla ligne totale 
AXan rapport comtuensurable , elle divisera aussi 
le côté AY en deux parties qui auront entr'elles 
et avec la ligne totale A Y le même rapport. 

Car supposons que la partie A b contienne un 
certain nombre de fois , par exemple, quatre fois la 
ligne m , que nous prenons pour unité de mesure , 
et que la partie bXh contienne cinq fois ; parles 
points B , C, D, éloignés entr'eux d'une ligne 
égale à m , menons des parallèles à la base , et la 
Jigne A Y se trouvera divisée en parties égales 
aux points M, N, P.... etc. Donc on aura la pro- 
portionnalité du corollaire précédent ; mais la 
somme des antécédens est à la somme des consé- 
quens , comme un certain nombre d'antécéd*^ns est 
au même nombre de conséquens ; donc A X: 
AY-.iAb-.Ac. 

Par la même propriété des proportions Ab : 
Ac\: AX:cr,-donc....etc. 

ï6%. Théorème. Si la ligne AXest divisée an 
point R en deux parties incommensurables AR, 
RX, par RS, parallèle à la base du triangle AYX, 
que! que soit le rapport de AR: RX, celui de 
AS: S Y lui sera égal; en sorte qu'on aura la pro- 
portion A R : RX :: AS-.SY..» - . '„ ^ 
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Portons !a ligne AR sur ji X a niant Je foi* 
qu'elle peut y être contenue : nous aurons un reste 
plus petit que j4R -. portons ce reste sur AR au- 

reste plus petit que ie premier : portons continuel- 
lement ce reste sur la ligne st R , selon la méthode 
indiquée ( Problème 7 , n". 117), nous parvien- 
drons à connoître 1h commune mesure entre A R 
et A m , la partis m X étant plus petite que la me- 
sure commune, "tirant donc la ligne m n parallèle à 
XY, on aura la proportion AR: AS" AX — 
Xm \AY — n y(i64)i mais en continuant à por- 
ter les restes successifs sur s/ R, on peut rendre la 
commune mesure entre ^Rer ji m plus petite 
que toute quantité assignable; donc Xm et n¥ 
peuvent être supposés zéro ; donc on aura la pro- 
portion ^ .fl: .^-,9 :: AX-.AY. \ 

1 66. Corollaire. Si les deux cfités d'un, triangle 
sont coupés par une ou plusieurs parallèles à la 
hase du triangle , quel que soit le rapport commen— 
surable ou incommensurable qui existe entre les 
divisions faites sur la première ligne, il sera le 
même entre les divisions correspondantes faîtes sur 
la seconde ligne. 

1 67. Théorème. Réciproquement , si les côtéi 
AX, A Y sont coupés proportionnellement par 
h [j^ne RS , de sorte qu'on ait la proportion AR: 

'■AS :: AX: AY, les lignes RS , XY seront 
parallèles. , ... .' 

Car par le point R , on peut toujours mener une 
parallèle à Jr( 7 i),et si if S n'est pas cette pa- 
rallèle , supposons que R O le soit , alors on aura 
celte proportion A R : AOv. ^X : AY{ Théo- 
rême précédent ) ; mais par la supposition _dR : 
AS :: AX.AY ; donc AO doit égaler AS, 
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fc'est-à-dire , que if O doit se confondre avec US, 
et par conséquent R S est parallèle à XY. 

168; Définition. Deux triangles sont sembla- 
iles , lorsqu'ils ont les angles égaux chacun à 

1 69. Théorème. Deux triangles équiangles 
'ABC,<ibc, ont les côtés homologues proportionnels. 

Si l'on transporte le petit triangle abc sur le Fis 
grand , de manière que le côté ab soit sur A B , 
et ac sur j4C, ie troisième côté b c sera parallèle 
à BC; car par la supposition l'angle abc — ABC 
et acb — j4 CB ; or , ces angles sont formés par 
les sécantes ^4 B , C qui coupent les deux li- 
gnes bc, BC ; donc ces deux lignes sont parallè- 
les (102) ; donc les deux lignes ^4 B , A C , sont 
coupées.proportionnelleroent aux points b, ^.c'est- 
à-dire , que l'on ala proportion ^4B : C:\ab : ac. 

Si l'on place le petit triangle sur le grand de ma- 
nière que l'angle c ait ses côtés sur ceux de l'angle 
C , on démontrera de la même manière , et par le 
même raisonnement , que ba sera parallèle à Bj4; 
donc bc etco seront proportionnels à B Cet Çj4; 
donc les côtés du petit triangle seront proportion- 
nels à leurs homologues dans ie grand. 
- 1701 Scholie. De l'égalité de trois angles d'un 
triangle avec les trois angles d'un autre triangle, 
on conclut la proportionnalité des côtés, et pour 
que deux triangles soient semblables , il suffit qu'ils 
aient deux angles égaux chacun à chacun ; car alors 
le troisième sera égal de part et d'autre, et les 
deux triangles seront équiangles. -. ; .. : - 

171. Théorème. Deux triangles ^4BC, abc 
«mi ont leurs côtés homologues proportionnels sont 
équiangles et semblables. 

Supposons que l'on ait S C : bc:: AS :ab :: Fi g. 
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AC: a (.^je dis que les triangles AB C, abc an- 

ront les angles égaux. 

Faites au point b , l'angle gbc = B (iio), et 
au point c , l'angle gcb = C , le troisième angle 
g sera égal à À , et les deux triangles ^ABC, 
/jr» ,-eront équiangles ; donc on aura la proportion 
BC : bcY. AB : bg :: AC: cff. ( Théorème 
prif'c. ) Mais par la supposition , BC: bc II A B : 
ab :: A C : ac ; donc ab = bg , et ac — cg; 
donc les deux triangles abe,bgc sont égaux (i 34)* 
mais par la construction , le triangle bgc est équian- 
gle au triangle ABC; donc aussi les triangles- 
A B C ,ab c sont équiangles et semblables, 

17Z. Tliëorême. Deux triangles qui ont un an- 
gle égal compris entre deux côtés proportionnels, 
sont semblables. 

Soit l'angle a -=A ; et supposons qu'on ait ab : 
ac :: A B: AC, je cils que le triangle abc est 
semblable au triangle ABC. 

Prenons sur la ligne A B , Ab = ab , et me- 
nons bc parallèle à BC; l'angle b sera égal à l'angle 
B, l'angle c = C, et le triangle Abc aura ses angles 
égaux à ceux du triangle AB C , on aura donc la 
proportion Ab : Ac \;AB: AC; mais par la sup- 
position on a a b . ac A B : A C , et parla 

construction Ab = ab ,- donc AC = ac; les 
deux triangles abc, A bc sont donc égaux (i36): 
or, le triangle Abc est semblable au triangle 
ABC ; donc a bc lui est aussi semblable. 

175. Théorème. Si les deux côtés ba, bc qui 
forment l'angle b , sont perpendiculaires chacun à 
chacun aux deux côtés AB, BC, qui forment 
l'angle B ; ces deux angles B , b seront égaux. 

Car on a dans les deux triangles b de, B da , l'an- 
gle b de = à l'angle B da; l'angle dcb~ daB, 
puisqu'ils sont droits l'un et l'autre ; donc le troi- 
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slèrae angle dbc du premier triangle est égal au 
troisième dB a du second triangle. 

Nota. Si le point b étoit pris dans l'espace com- 
pris entre les deux lignes , l'angle Abc seroit le 
supplément de A B C, ou de Cbc , qui seroit par 
conséquent égal h AB C. 

1 74. Théorème. Si on divise un angle quelcon- " 
que du triangle A S Cen deux parties égales 
par la droite AD , les côtés AB, AC seront 
proportionnels aux segmens BD et DC. 

Car soit mené BF parallèle à ^O, qui ren- F i 6 . r «. 
contre en F le côté CA prolongé , les deux lignes 
CF, CB, étant coupées par des parallèles , don- 
neront la proportion FA : AC :: BD : DC; 
Or, BFA^ABF; donc le triangle ABF 
est isocèle , et Von a FA. = AB ; substituant 
dans la proportion énor.oée , on aura AB : AC :: 
BD.DC....-Q. Q. F. D. 

175. Théorème. Si du sommet de l'angle droit 
A , d'an triangle rectangle BA C , on abaisse sur 
l'hypoténuse B C , fa perpendiculaire AD, 
1 ". les deux côtés A B , A C seront moyens pro- 
portionnels entre l'hypoténuse entière et le seg- 
ment adjacent BD, ouDC; a", la perpendicu- FlB ' ,s ~ 
faire AD , sera moyenne proportionnelle entre les 
deux segmens BD ,DC. 

Car cette perpendiculaire divise le triangle 
ABC en deux triangles qui sont semblables au 
grand triangle. En effet, le triangle BAD, a un 
angle aigu B commun avec le triangle BAC: de 
plus, l'angle BDA est droit, et par conséquent 
= BA C ; donc le troisième est égal de parc et 

d'autre Le triangle ACD a aussi un angle aigu 

C, commun avec le triangle BAC; de plus , l'an- 
gle ADCest droit , et par conséquent = BAC; 
doue le troisième est égal de part et d'autre ; donc 
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les trois triangles BAD, BDC, BACsonl sem- 
bla bl us entr'eux 

1°. De la similitude des triangles BA D .BAC, 
on déduit la proportionnalité des côiés homolo- 
gues: or, BA est en même temps liyportnnïii 
du triangle BAD, et petit côlé du triangle BAC; 
donc il entre deux fois dans la proportion , et l'on a 
BC: BA :: BA-.BD.... 

Par les mêmes raisons, les deux triangles DAC, 
2?^-/ C donneront la proportion _£f C: CA :: CA : 
CD. 

a", La sirnililude des triangles BAD , ADC 
donne, en comparant les côtés îiomologues ,BD: 
AD :: AD : D C ; donc la perpendiculaire AD 
est moyenne proportionnelle entre les deux seg- 

176. Scholie. Si les lignes AB, AC , BD sont 
exprimées par des nombres (i(3i), la proportioa 
BC.BA" BA : donne l'équation B D X 
BC = BÂ\ 

La proportion BC: CA ::CA: CD donne, 
l'équation SCx CD = CA . Ajoutant ces deux 
équations , on a BC(BD + DC) = BA-'+CÂ'- 
D'oùTffC =B~A + VA', c'est-à-dire, que ie 
quarré* du nombre d'unités linéaires contenues dans 
B C est égal au quarré du nombre d'unités linéai- 
res contenues dans BA , plus an quarré du nom- 
bre d'unités linéaires contenues dans CA,oa en 
d'autres 'termes, le quarré de l'hypoténuse est 
s ' s *'égal à la somme des quarrés des deux côtés qui 
forment l'angle droit. En sorte que si B.^ = 3 , 
CA 4 , on aura "b~C'=Q+ i6=a5 et BC=b. 

C'est la fameuse propriété du triangle rectan- 
gle qui nous a été transmisepar Pyihagore, et qu'on 
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trouve démontrée dans Euciide , Frop. 4/j 
premier. . 

l 77- Scholie. La proposition précédente , jointe 

d'un triangle , sont les propositions les plus impor- 
tantes et les plus fécondes de la géométrie ; «lins 
suffisent presque pour la démonstration de tous les 
théorèmes et la résolution des problêmes : la rai- 
son en est que toutes les figures peuvent se parta- 
ger en triangles, et un triangle quelconque en deur 
triangles rectangles; ainsi les propriétés générales 
des triangles renferment implicitement celles de 
toutes les figures. 

178. Théorème. Si par le sommet d'un triangle 
'ABC, on mène sur la base du triangle les lignei 
jîF , A G, A H qui la divisent en parties égales bu 
inégales , ces mêmes lignes diviseront DE paral- 
lèle à la base , proportionnellement aux parties cor- 
respondantes de la base. 

CarU ligne DE étant parallèle à BC, les trian- h**. 
g] as DAI,BAFi n nt semblables ; par la même 
raison IA K , FA G seront semblables de même 
que KAL, G AH on aura donc les propor- 
tions DI : BF :: AI: AF, et IK : FG :: AI: 
AF; donc DI: BF V. IK-.FG, on trouvera 
aussi IK-.FG :: KL: G H et KL. GH-.-.LE: 
HC , d'où on déduira la proportionnalité.... Dl : 
BF: : IK-.FG:: KL: G H:: LE : HC. 
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ARTICLE II. 

Des lignes proportionnelles considérées dans le 
cercle ( c). 

179. Théorème. Une droite AD , abaissée 
perpendiculairement d'an point de la circonférence 
sur le diamètre est moyenne proportionnelle entre 
les deux segmens du diamètre. 

Tii.tj. Car si on mène les deux cordes BA , CA , l'an- 
gle BAC sera droit (107); donc le triangle BAC 
sera rectangle, et AD sera la perpendiculaire 
abaissée du sommet de l'angle droit sur l'hypoté- 
nuse ; donc on aura la proportion BD : A D 
AD:DC.(i 7 &). 

1 80. Scholie. Les deux cordes AB, A C seront 
chacune moyenne proportionnelle entre le diamè- 
tre entier et le segment adjacent (176). 

f. s . ,1. 1 8 1 . Théorème. Si deux cordes AB , CD se 
coupent dans un cercle , leurs parties seront réci- 
proquement proportionnelles, c'est-à-dire, qu'on 
aura la proportion AF : F C : : D F : FB. 

Car si on mène les cordes DB, A C , les trian- 
gles DFB, AFC seront semblables. En effet, 
Fangle DFB = AFC (40) , l'angle DBA = 
A CD (106) ; donc le troisième est égal de part et 
d'autre ; donc on aura la proportion A. F: CF: : 
DF: BF.....C. Q. F. D. 

182. Théorème. Deux sécantes FC, FA , me- 
nées à la circonférence concave d'un même point F 
pris hors du cercle , sont réciproquement propor- 

F ' 6 ' 7a ' tionnelles à leurs parties extérieures, c'est-à- 
dire , que l'on a la proportion FA : FC 
* FB : FD. 



Car 
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Car les deux triangles FC D , FAB ont l'angle 
commun, l'angle FAB = FCD (io6);donc lia 
sont semblables : comparant donc leurs côtés ho- 
mologues, on aura la proportion FA : FC:: 

FB -.FD C. Q, F. D. 

183. Théorème. La tangente d'un cercle AC 
est moyenne proportionnelle entre la sécante AB 
et la partie extérieure A I, c'est-à-dire, qu'on a 
la proportion A B : A C ':: A C ; AI. 

Car en menant la corde CI , on aura deux trian- Fia. *°- 
gles ABC, A CI , qui ont , 1°. l'angle A com- 
mun ; 2°. ABC=ACI ([a5); donc les côtés 
homologues donneront la proportion AB :AC:: 
AC-.AI..... C. Q. F. D. 

184. Scholie, On peut démontrer la même pro- 
priété des tangentes par les principes deslimites (36,'. 
En effet, supposons que la sécante FA tourne sur le 
point F, de manière que lesdeuxpoints d'intersec- 
tion À,D se rapprochant continuellement, finissent n s . T) . 
par se confondre au point M ; la sécante FA de- 
viendra la tangente FM: celle-ci est donc la li- 
mite des sécantes : d'un autre côté , la sécante FA 

en se rapprochant de FM, conserve toujours le 
tnÈme rapport avec FC ; donc le rapport est ce- 
lui de ieurs limites (vm) ; mais à la limite , la tan- 
gente est en même temps sécante , entière , et par- 
tie extérieure; donc la proportion (182) deviendra 
FC : FM : : FM : FB C.Q.F.D. 

185. Théorème. Si quatre cordes forment un 
quadrilatère inscrit dans un cercle , le produit des 
deux diagonales AC , BD est égal à la somme des 
produits de chaque côté par le côté opposé, 
c'est - à -.dire , que l'on a^CxBfl=SCx 
AD a- ABxCD. 

GÉOMÉTRIE. E 
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Prenez l' arc BM = AD, et tirez laligne CM 
qui rencontre la diagonale BDenl. 

Les triangles ABC, DIC sont semblables; 
car l'angle BAC = IDC , puisqu'ils sont tous 
les deux inscrits , appuyés sur le même arc , l'angle 
ACB = DCI , puisque l'arc B M — AD ; donc 
on aura !a proportion AB : AC: : Dl :DC, et 
ABxDC = ACxDI. 

Les doux triangles ACD , BCI sont sembla- 
bles ; car l'angle DAC = IBC et ACD =BCf, 
pour les mêmes raisons que ci-dessus; donc on 
aura la proportion A D : A C: : B 1 ' : B C et AD 
x BC = ACx. BX. 

Ajoutant ces deux équations, on aura A B X 
DC + ADx, BC = ^Cx {DI+ 1B-) 
= ^Cx DB. 

1 86. Théorème. Les deux diagonales d'un qua- 
drilatère inscrit sont entr'elles comme les sommes 
des produits des côtés qui aboutissent à leurs extré- 
mités , c'est-à-dire , que l'on a la proportion BJ? : 
.AC::BCxAB+DCx.AD:BCx.CD+AB 
X AD. 

Car à cause delà similitude des-*riangles BCI , 
A CD , on aura la proportion BC: CI : : AC : 
DC... ex.BC X DC=CIx AC. 
. La similitude des triangles MBI , BAC, don- 
nera encore la proportion AB : AC: : MI: BM , 
ou AB X AD =ACx IM. 

Ajoutant les deux équations , on a BC X D C 
+ AB x AD = A C x ( Cl + IM ) = AC 
X CM. Mais si de l'angle B , on tire la ligne BUT, 
de manière que l'arc CJVsoit égal à l'arc AD, ce 
que nous avons dit de la ligne CM, sera égale- 
ment vrai pour la ligne B IV", on aura donc l'équa- 
tion DC x AD + AB x BC=BDxBN -, 
mais l'arc MB + BC^BC-i- CN ; donc Ja 
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corde CM = BN ; donc les deux équations four- 
nissent la proportion BD-.AC:: AB x BC + 
DCx AD-.BC x DC + AB kAD 
C. Q. F. D. 

187. (d) Problème premier. Partager la ligne 
donnée AB en deux part ifs iii!.'i;a!e=, qui soient en- 
tr' elles dans tel rapport qu'on Toudra, par exem- 
ple de 5: 3. 

Prenez deux lignes A X, A y, d'une longueur ^S- «' 
arbitraire, Faisant entr'elles un angle quelconque; 
prenez sur une de ces lignes AX, huit parties éga- 
les , portez la ligne _AB sur AT, et marquez le 
point B , par l'extrémité D de la huitième division; 
(irez D B, par la cinquième division , tirez EG pa- 
rallèle à DB , et la ligne si B sera partagée au 

Eoint G, dans le rapport de 5 = 3 ; car les deux 
gnesB D,EG étant parallèles , 011 aura 4 E- 
EB::A\G : GD. 

188. Problème deuxième. Diviser une ligne 
droite en tant de parties données qu'on voudra , éga- 
les ou proportionnelles à des lignes données. 

_ Soit proposé de diviser la ligne AB en trois par- rig. !.. 
ties proportionnelles aux trois lignes A , B, C. 

Par l'extrémité ^,de la ligne AB, tirez la ligne 
indéfinie AE ; prenez ^ C = A~ , CD = B 
DE = C. Par le point E , menez la ligne EB et 
par les points D,C, les lignes DH , C/, parai iï-l,-, 
a M; la ligne A B sera divisée aux points I , H, 
en trois parties proportionnelles aux lignes données 
A , B , C : car à cause des parallèles , on aura la 
proportion A 'C: A Iv.CD ': 1H.-.D E : BH, 

1 89. Problème troisième. Trouver une quatrième Fis. »• 
proportionnelleàtroislignesdonnéesj^, B , C. 

Ayant mené deux lignes AB, AD, faisant 
un angle quelconqus, prenez sur A B la partie 
Ea 
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AE — A , et la partie BE = C; prenez sur la 
ligne la partie A G — B , et ayant mené 

EG par le point B , tirez la parallèle BD. La par- 
tie DG sera la quatrième proportionnelle deman- 
dée : car alors , à cause des triangles semblables 
AEG, ABD , on aura la proportion AE: 
AG-.-.EB-GD. 

190. Problème ywa/riVme.Trouver une moyenne- 
proportionnelle à deux lignes données A , B. 

Soient les deux lignes BD , DC respective- 
ment égales aux deux lignes données A et B{ 
sur la somme de ces deux lignes prise comme dia- 
mètre , décrivez une circonférence par le point 
Fis. n- D, élevez la perpendiculaire DA, elle sera la 
moyenne proportionnelle demandée. 

Car il est démontré (179) qu'une ligne abaissée 
perpendiculairement d'un point de la circonférence 
sur le diamètre est moyenne proportionnelle entre 
les deux segmens du diamètre. 

191. Problème cinquième. Diviser la ligne don- 
née AB en deux parties , telles que la plus grande 
soit moyenne proportionnelle entre la ligne entière 
et l'autre partie. 

Kg. m. Par l' extrémité B de la ligne ^ B, élevez la per- 
pendiculaire B C = ■ -,-du point C, comme cen- 
tre , et d'un rayon B C décrivez la circonférence 
D fi£.Par les points A et C, tirez la ligne A CE; 
prenez sur AB, la partie AF^= A G : la ligne 
A B se trouvera divisée au point F , selon les 
conditions du problème; c'est-à-dire que l'on aura 
AB-.AFv. AF-.FB. 

Car par la propriété démontrée (i83), ona AE: 
AB :: AB-.AG; donc subslrahendo ^A E — 
AB-.AB :: AB — AG :AG, ou A G: 



Digitizèd by Google 



DE MATHÉMATIQUES. 6g 
jiB ;: BF :AG , et mettant Us moyens à la 
place des extrêmes , et AFk la place de AG, 
on a AB: AF : : A. F : EB. . .. donc , &c La 
ligne A B , ainsi partagée , est dite divisée en 
moyenne et extrême raiton. 

192. Scholie. On se sert de cette propriété pour 
inscrire un décagone dans un cercle , ou pour par- 
tager une circonférence de cercle en dix parties 
égales. 

En effet, l'angle ACB, au centre du décagone Fi s .is. 
est de 56*; donci'angle A BC sera de 7 a*. Divi- 
sons cet angle en deux'parti es égales par laJigne-E-S, 
l'angle A BE sera de 36 a , et parce que EAB 
est 72* , l'angle E sera aussi de 7s 3 ; donc le trian- 
gle A BE est isocèle et semblable au triangle 
A CB ; donc on a la proportion A C : A B :: 
AB : AE; mais AB = EB = CE : car le 
triangleffECest aussi isocèle;doncàlaplace de„rfii 
on peut substituer CE , et l'on aura AC : EC:: 
EC: A E.... donc le côté du décagone est égal à 
la plus grande partie du rayon divisé en moyenne et 
extrême raison. 

Après avoir inscrit un décagone, il sera aisé 
d'inscrire un pentagone en prenant la corde qui 
soutend l'arc double du décagone. 

Veut -on inscrire un pentédécagone ou poly- 
gone de i5 côtés , on inscrira un hexagone et un 
décagone dans le même cercle , et à partir du point 
de la différence des deux arcs, AD — AB sera 
celui du pentédécagone : car £ — ^ = iï ' tirant 
la corde B D , on aura le côté cherché. 



E3 
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ARTICLE III. 



De la similitude des figures. 

19). Deux figure? sont semblables) lorsqu'elles 
ont ies angles correspondans égaux , et les côtés 
homologue- proportionnel- ; ou , plus exactement , 
deux figures sont semblables , lorsqu'on peut for- 
triangles semblables, chacun à chacun, et sera- 
blablement dispWs. ' 
ris. (s. Si d'un point fixe quelconque C, on mène aux: 
angles ou pointes d'un polygone des droites C 13 , 
CD, et si l'on prolonge ces lignes proportionnelle- 
ment à leurs longueurs Cb , Cd , en joignant leurs 
extrémités on formera un second polygone sembla- 
ble au premier. 
i'ie-*-?- Deux points M, m, placés sur une droite menée 
par le point fixe ^4 du même côté , et à des dis- 
tances de ce point proportionnelles aux cotés du 
polygone , sont semblablement placés par rapport 
à ces polygones. " 

Si l'on prend, sur une seconde ligne menée du 
point fixe, deux autres points N,n , semblablement 
placés par rapport aux côtés du polygone, et qu'on 
mène les lignes MN , m n , elle.s seront sembla- 



port ion nelle s aux cotés des polygones. 

1 94. Tkàoréme.Tous les polygones réguliers d'un 
égal nombre de cotés, sont des polygones semblables. 

Car, 1°. si les polygones sont composés d'un 
é;;.'.! nombre de côtés, en lii .intdu centre, des lignes 
à toutes les pointes du polygone, on formera au- 
tant de triangles qu'il y a de côtés. 2°. Ces triangles 
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seront équiangles , et par conséquent leurs côtés 
homologues proportionnels (1G9) ; donc , &.C. 

195. Théorème. Tous les cercles sont des figures 
semblables. 

.Soient décrits plusieurs cercles de rayons difFérens; 
dans chacun de ces cercles soit inscrit un polygone 
régulier d'un égal nombre de côtés ; tous ces poly- 
gooes seront semblables. Si on double ou si on tri- 
ple ie nombre des côtés de tous ces polygones , on 
aura de nouveaux polygones qui resteront sembla- 
bles , et conserveront le même rapport, puisque 
la similitude reste toujours , et que le rapport des 
polygones est toujours le même, quel que soit lé 
jniinliruduii cou' s (les polygones , elle aura lieu dans 
leurs limites (vol). Or les cercles sont les limites des 
polygones inscrits et circonscrits ( 110); donc les 
dixon licences des cercles sont des figures sem- 
blables. 

1 9<>. Théorème. Les contours ou périmètres des 
figures semblables, sont entr'eux comme les côtés 
homologues, ou lignes semblablement tirées dans 
les deux figures. 

Car en tirant des diagonales des points u4 , a , Ks , (( . 
à tous les angles opposés , on divise les deux figures 
en un égal nombre de triangles ssinblfi i.)'i-:'ig,l);donc 
on a la proportion ^4 B : ab Y. BC : bc :\ CD: . 
cd :: DE: de :: Ej£ : ea; donc la somme des 
antécédens est à la somme des conséquens, comme 
un seul antécédent est à un seul conséquent ; ou le 
périmètre de ia première figure est au périmètre 
de la seconde , comme un côté de la première est« 
son homologue de la seconde. ' 1 

1 97. Corollaire. Les polygones réguliers d'un 
égal nombre de côtés, sont entr'eux comme leurs 
rayons droits ou comme leurs rayons obliques , et 
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les circonférences de cercles sont entr'elles comme 
leurs rayons ou leurs diamètres. 

1 98 . Théorème. Si on a plusieurs lignes courbes 
\AMB, ou composées de lignes droites, ayant 
leur concavité tournée du même cfité, et étant ter- 
minée aux mêmes points , ta plus courte de toutes 
Fis.!?, est celle qui est enveloppée par les autres. 

Car si ^4 M B n'étoit pas la plus courte, il y en 
auroit une parmi les enveloppantes plus courte que 
toutes les autres , laquelle seroit plus petite, ou 
tout au plus égale à ^4MB. Soit ^CNDB, la plus 
courte; entre celle-ci et j4 MB , on peut mener 
une ligne droite CD , qui ne coupe pas la dernière. 
La droite CD est plus courte que CND; donc 
^CDB est plus courte que CNDB : celle- 
ci ne seroit donc pas la plus courte de toutes, 
et l'hypothèse que nous avons faite ne sauroit sub- 
sister; donc toutes les lignes enveloppantes sont plus 
longues que ^4 MB, 
Fij. so. 1 99* Corollaire premier. Un arc de cercle est 
plus grand que la corde qui le soutend,et il est plus 
petit que la somme de deuxtangentesam, dm, me- 
nées aux deux extrémités de l'arc , et comprises 
entre ces extrémités et leur point d'intersection. 

IOO. Corollaire deuxième. Lacirconférencede 
cercle est plus grande que tout polygone qu'on 
peut lui inscrire , et plus petite que tout polygone 
circonscrit. 

201. Corollaire troisième. Plus le polygone 
circonscrit à un cercle a de côtés, plus son péri- 
mètre approche de la circonférence, et par con- 
séquent plus il est petit. 

20î. Problème. Sur le côté ab , homologue à 
'-dB , décrire un polygone semblable à viBCDE. 

Dans le polygone donné, tirez les diagonales 
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\AC, -AD au pomt a , Faites l'angle 4ac= B^4 C, , 
et au point b l'angle a bc = ^4BC, les lignes ai, 
bc se couperont au point c, et abc sera un triangle 
semblable à j4BC , de même sur ac , homologue 
(îe jéC, décrivez le triangle acd semblable au 
triangle ^4 CD , et sur ad le triangle acd sembla- 
ble au triangle s£J5D;le polygone abc de sera 
semblable au polygone ^iB CD E. 

Car ces deux polygones sont composés d'un égal 
nombre de triangles semblables. 

103. Scholie. La théorie des lignes proportion- 
nelles est une des plus usuelles et des plus utiles 
de la géométrie , elle est sur-tout d'un usage in- 
dispensable dans l'arpentage et la levée des plans. 
Veut-on représenter exactement sur une feuille de 
papier les contours d'une grande figure tracée sur 
un vaste terrein , et la position des objets qu'elle 
renferme ? On sent que la question est réduite à 
faire en petit une figure semblable à celle qu'il s'agit 
de dessiner des deux extrémités d'une base prise à 
volonté sur le terrein : on observe les angles que les 
rayons visuels des objets forment avec elle. On prend 
ensuite sur le papier une ligne pour représenter la 
base , et l'on mène par ses extrémités des lignes 
qui font avec cette base des angles égaux aux an- 
gles observés ; les points de concours de ces droites 
déterminent sur le papier la position respective de 
ces objets ; le rapport de leur distance mutuelle k 
la base est le même dans les deux figures. C'est 
ainsi qu'on s'y prend pour avoir le plan du cours 
d'une rivière , d une campagne , d'un enclos , d'un 
terrein de telle figure que ce soit. 
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LIVRE II. 



PE LA GÉOMÉTRIE DES SURFACES. 

ÎO4. On entend par surface, tout ce qui est étendu 
dans le sens de la longueur et de la largeur. 

La surface est rectiiigne , curviligne ou mixti- 

La surface rectiiigne est celle qui est comprise 
entre deux lignes droites. 

Une surface curviligne est comprise entre une ou 
plusieurs courbes. 

La surface mixtîligne seroît celle qui seroit ter- 
minée par des lignes droites et des lignes courbes. 

ÎO^. Les surfaces sont planes, ou non planes ; 
les surfaces planes sont celles sur lesquelles une li- 
gne droite peut s'appliquer dans tous les sens. 

Les surfaces non planes sont celles sur lesquelles 
une ligne droite ne peut pas s'appliquer daus tous 
les sens : telle est la surface latérale d'une solive, 
d'une colonne , d'un globe ou ballon. 

Nota. Il est possible qu'une ligne droite s'applï- 
*"•• que exactement dans un certain sens sur une sur- 
face non plane ; mais elle ne s'y appliquera pas dans 
tous les sens, ii ne peut être question dans cet arti- 
cle que des surfaces planes , c'est pourquoi nous 
n'insisterons pas davantage sur la définition et divi- 
sion des surfaces non planes. 
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L'aire d'une surface est l'étendue ou le contenu 
de cette surface ; et l'évaluation de l'aire se nomme 
quadrature. 

La quadrature des surfaces suppose leur compa- 
raison. Ainsi toute la géométrie des surfaces se ré- 
duit à leur quadrature , ou à leur mesure. 

ARTICLE PREMIER. * 



De la comparaison des surfaces. 

106. Théorème. Un rhombe et un rectangle 
de même base et de même hauteur , sont égaux 

La hauteur du rhombe, sa mesure par la per- fi& gi. 
pendiculaire abaissée d'un coté sur celui qui lui est 
opposé , et qu'on nomme la base , soit le rectangle 
FBED, et le rhombe stGED, ayant même 
hauteur DF, et nne base égale;-car ^G, qui 
sert de base au rhombe , est égal à DE, et par con- 
séquent a FB. ...... 

Or , il est visible qu'ils sont égaux en surface ; 
caràcausede l'égalité des trliiiifrlVs _ -fDF, GEB, 

on a jÎDF-\- DFGE= GÊB + DFGE, ou 
^.GED = FBED. 
; 207. Théorème. Le triangle htBC'eA la moi- 
tié (lu rhombe de même base et dé même hau- 

Car si par le point on mène la ligne fi s ,,j. 
égale et parallèle à CB, qu'on joigne ensuite les 
points CetD, on formera le rhombe ^BCD: 
or, le triangle ^ÎBQ = en surface le triangle 
-rfZJC; car , ces deux triangles ont leurs trois 
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côtés respectivement égaux ; donc ils sont égaux ; 
donc ^4BCen la moitié du rhombe de même base 
et de même hauteur. 

208. Corollaire. Le triangle est la moitié du rec- 
tangle de même base et de même hauteur. 

ÎO9. Théorème. Deux rectangles de môme hau- 
teur sont entr'eux comme leurs bases. 

Soient les deux rectangles stBCD , DCGF. 
Puisqu'ils ont même hauteur, leurs bases supérieu- 
res et inférieures peuvent être prises sur les deux 
mêmes lignes parallèles ^4F, BG. 
Fie-s4- Supposons, i". que les deux bases soient com- 
mensurables entr'elles, qu'elles soient , par exem- 
ple , dans le rapport de 4 : 3 , ou de M à N. Parta- 
geons la base BCen quatre parties égales , et par 
chaque point de division élevant des perpendiculai- 
res, le rectangle jiDCB sera divisé en quatre 
petits rectangles égaux , puisqu'ils auront Ja même 
base et la même hauteur. 

Partageons aussi la base CG en trois parties 
égales entr'elles et aux premières. En élevant des 
perpendiculaires, le second rectangle sera divisé 
en trois petits r^nUin^Ls ûgaux entr'eux et aux 
premiers j donc la surface du rectangle jADCB 
est à celle de B CG F , comme le nombre des rec- 
tangles qui composent le premier est au nombre 
des rectangles qui composent le second, c'est-à- 
dîre , comme B C base du premier est à CG base 
du second. 

Si les bases de, cg étoîent incommensura- 
bles entr'elles , soit portée sur la base du premier 
rectangle celle du second cg autant de fois qu'elle 
y sera contenue , soit porté le reste de cette pre- 
mière division sur la seconde base ; le second reste , 
Je troisième reste , et, etc. sur cette même hase , 
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suivant la méthode du (1 17) ; par ce procédé , on 
trouvera !a partie adsrda premier rectangle com- 
raensurable avec le second , la partie s c de la base 
étant toujours plus petite que la dernière unité de 
mesure qu'on a employée; mais cette unité de me- 
sure peut Être rendue aussi petite qu'on voudra; 
donc le reste se peut Être plus petit que toute 
quantité assignable, ou = zéro ; donc on peut dire 
que la surface d'un rectangle adeb est à celle de 
bcgf-.-.dc: cg;Aaac quelque soit le rapport des 
beses commensurable ou incommensurable, deux 
rectanglesde même hauteur seront entr'eux comme 
leurs bases. 

ZI O. Corollaire. Deux rectangles de même base 
sont entr'eux comme leurs hauteurs; car si jiF 
est perpendiculaire sur siB , AB est aussi per- 
pendiculaire sur ^4.F; donc eu renversant la figure, 
on peut prendre j4B pour base. 

2fl. Théorème. Deux rectangles quelconques 
jiBCD , a bed, sont entr'eux comme les produits 
des bases multipliées par les hauteurs : car on peut 
toujours faire un rectangle de même hauteur que 
le premier , et de même base que le second. 

Sok^dfD ce troisième rectangle, on aura les Fi B . ,i, 
deux proportions. 

ABCD : dfD :: A B : ad , 
AdfO:abod::AD:ab. 

En multipliant les deux proportions par ordre, et 
observant que le terme^f ii/Dpeut être omis , parce 
qu'il multiplie les deux termes du premier rapport, 
on aura A BCD : ab c d :: A B x^tD-.abxad: 
C.Q. F. D. 

% 1 1. Scholie. Pour avoir une idée exacte de ce 
qu'il faut entendre par le produit de deux lignes , il 
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faut concevoir une droite quelconque prise pour 
unité, et considérerles lignes qu'on multiplie comme 
des nombres abstraits qui expriment le rapport des 
longueurs de ces lignes à l'unité linéaire; ainsi la sur- 
face du rectangle^ BCD contiendra celle de abcd 
autant de fois qu'il y ad'unitês abstraites dans le rap- 

ÀB X AD 
P° rt abXcd. ■ 

Dans l'évaluation des surfaces, on compare ordi- ' 
nairement celle qu'on mesure à celle d'un quatre, 
parce que c'est celle dont la notion est la plus facile 
àsaisir,puisquelesdeuxdimensionsysontégales; et 
pour plus de facilité et de simplicité, on choisît pour 
nnité de surface, le quarré dont la longueur et la lar- 
geursontégalesàl'unitélinéaire; ainsi dans l'exemple 
ci-dessus, si on prend pour terme de comparaison le 
quarré admn , et qu'on fasse ad ou mn= I, on 

„„,. ^ E CD = =' X ^"^ n C . M . U ;„ 

que la surface d'un rectangle est égale à celle du 
quarré pris pour unité de mesure, répétée au- 
tant de fois qu'il y a d'unités abstraites dans le pro- 
duit de la base multipliée par la hauteur. On se 
contente ordinairement de dire que la surface d'un 
rectangle est égale au produit de la base , multi- 
pliée par la hauteur ; maïs cette expression , com- 
mode pour sa brièveté , seroit insignifiante , si l'on 
n'y attachoit le sens que nous veuons d'expliquer. 

II y.Sc/ioHe deuxième. Si le rectangle a bc d est 
égal en surface au rectangle^ B CD ; en les com- 
parant l'un et l'autre à A dfD, on aura la propor- 
tion: 

H. ABCD: A dfD ::AB:ad; 

abcd:AdfD::ab :AD. 
Et parce que les deut premiers rapports sont 



Digilized'by Google 



DE MATHÉMATIQUES, 7 çj 
égaux, on aura la proportion AB: ad:; cd:s4D; 
mais si les deux rectangles sont égaux en surface 
AB x AD = ad X cd-, donc lorsque quatre 
ligues sont en proportion , le produit des extrêmes 
est égal au produit des moyens. 

Voilà la propriété fondamentale des proportions 
démontrée par les principes de la géométrie , indé- 
pendamment de l'arithmétique et l'algèbre, et par- 
la la théorie des lignes proportionnelles se trouve 
essentiellement liée avec celle des surfaces. 

115. Scholie troisième. La théorie des lignes 
proportionnelles nous a donné ( 176) ; 

1°. BU xBC= ~3B'.. ..î'.DCx BC= 
A C : en rapprochant cette théorie de celle des 
surfaces , il est visible, 1°. que BD X B Cest l'ex- Fig. s ,. 
pression de la surface rectangle BDLP, et ~ÀB 
est l'expression de la surface du quarré N; 2°. que 
D C X B C est l'expression de la surface du rec- 
tangle DCQL, et^TC" est l'expression de lasur. 
face du quarré M; AtmcAt* +Z4B" =~flC 1 
exprime que la surface du (juarré L est égale à 
celle du quarré M, plus celle du quarré N, ce qui 
est la propriété du quarré de l'hypoténuse déjà 
démontrée (176). 

216. Corollaire. Si AB = AC,\* propriété 
déjà démontrée deviendra BC = s^Ci donc 
-jr£;=^-,ce qui donne la proportionnât?: BC :: 

1: ^.C'est-à-dire que le rapport du côté ^Cd'un s», 
quarré à la diagonale B C — le rapport de îà^/a". 

117. Théorème. La surface d'un rhombe ou 
losange quelconque est égale au produit de aa base 
par sa hauteur. 
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Fis. st. Car le rhombe ^4DEG est égal en surFace an 
rectangle DFBE de même base et de même 
hauteur ; or, celui-ci a pour mesure DFx FB ; 
donc etc. 

218, Corollaire. La surface d'un triangle ^4BC 
est égale à la moitié du produit de sa base par la 
hauteur A M. : car le triangle est la moitié du 

fi s . si. rhombe de même base et de même hauteur. 

Nota. La hauteur du triangle se mesure par une 
perpendiculaire abaissée du sommet d'un angle 
sur le côté opposé BC, prolongé si cela est néces- 
saire , et pour lors ce même côté servira de base. 

219. Théorème. La surface d'un trapèze est 
égale à sa hauteur, multipliée par la demi-somme 
de ses bases parallèles. 

Fig.»7. Soit le trapèze ABCD qu'on peut toujours 
diviser en deux triangles par la diagonale A C. Ces 
deux triangles ont même hauteur puisqu'ils sont 
compris entre deux parallèles ; donc la saifaceDCA 

= DC ^ CF ....^i,^BC = ^ CF s 

donc les deux réunies, ou la surface du trapèze , 

^B+DC „„ 
= x CF.... Donc, etc. 



210. Scholie. Si par le milieu de AD on mène 
HI parallèle à la base AB, le point/sera sur le 

milieu de CB (i63), et HI= J 4L= — g — 

La surface du trapèze peut donc se mesurer, en 
prenant le produit de sa hauteur par la ligne qui 
joint le milieu des deux côtés qui ne sont pas pa- 
rallèles. 

111. Théorème. La surface d'un polygone ré- 
gulier est égale au produit de la moitié de son con- 
toui, 
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tout, ou périmètre par la perpendiculaire abaissée 
du centre sur un de ses côtés. 

Soït un polygone quelconque inscrit dans un eer- n e , B S. 
ele. Si du centre du polygone on tire des rayons à 
toutes les pointes des polygones , ces rayons divi- 
seront le polygone en autant de triangles égaux 
qu'il y aura de côtés. Or, la surface de chaque 
triangle est égale au produit de sa hauteur par la 
moitié de sa base; donc la surface de tou3 les trian- 
gles sera égale à la hauteur commune par la moitié 
de la somme des bases ; c'est-à-dire par la moitié 
du périmètre du polygone. 

222. Lemme premier. Quand on inscrit plu-* 
sieurs polygones dans un même cercle, le rayon 
OS est la limite des perpendiculaires OR abaissées f ' s ' sl " 
du centre sur les côtés CB des polygones inscrits. 

Car la différence KS est d'autant moindre que la 
corde CB approche plus de l'arc. CSB : or , plus 
Je polygone inscrit a de côtés, plus la corde appro- 
che de l'arc, sans jamais se confondre avec lui; mais 
il peut n'en différer que d'une quantité moindre que 
toute grandeur assignable. Car i". quelque petit 
que soit le côté CB, on peut supposer un polygone 
inscrit d'un nombre de côtés double, et l'on aura 
toujours CS 4- SB> CB ; donc quelque petite, 
que soit !a corde CB, elle ne se confond pas avec 
l'arc correspondant, s". Elle peut n'en différer que 
d'une grandeur moindre que toute quantité donnée) 
car soit M la différence de l'arc CSB à CB , à 
cause de CS 4-SB> CB , on aura la différence 
de CSB hCS+SB<M; donc à plus forte rai- 
son la différence de la moitié de lare == CSB à 
la corde CS, sera < M. Ov, M peut être aussi 
petit qu'on veut , donc la différence entre l'arc ee 
Sa corde peut devenir inassignable, et par censée 
guent la différence iîJpeut devenir moindre qutr 

GÉOMÉTRIE. F 
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toute grandeur<Ionnée;doiic la perpendiculaire OU. 
aura pour limite OS. 
Fig.gs. 22 j. Lemme deuxième. Si l'on a une suite de 
polygones inscrits dans le même cercle , représentés 

par P , P', P" P i " > , et qu'on circonscrive au 

même cercle une suite de polygones semblables 
Q, Q > (?"•■-.• Q M » ' a différence des périmètres 
Sfci*- de deux polygones correspondans P ', Q', pris un 
dans chaque suite, sera d'autant plus petite que les 
polygones qu'on considère auront plus de côtés. 

Soit jgBCDEF, le polygone inscrit représenté 
par P", GH1KLM, le polygone correspondant 
circonscrit représenté par Q", III, CB , seront les 
deux côtés correspondans; OS sera le rayon droit, 
ou la perpendiculaire du polygone circonscrit, OH 
celui du polygone inscrit. 

Les deux triangles semblable* OUI, OCB, 
donnent la proportion IH: CB V. OS: OH, ec 
parce que les deux polygones sont semblables, on 
a IH: CB :: Q": P".... donc Q ": P" r. OS: OR ; 
on a encore Q"— P" ; Q" :: HS.OS.... doua 

Si on compare deux polygones d'un plus grand 
nombre de côtés Q 1 " 1 , i^" 1 , on aura Q 1 "' — P (,) = 

Jï ( "'i?; or, il est visible que cette seconde expres- 
sion est moindre que la première , car l'on a US** 
S<BS( Lemme premier) , et QW < Q" (ao 1) ; 
donc, etc. 

224. Scholie. Rien ne limite le nombre des 
côtés des polygones qu'oj) peut inscrire et circons- 
crire à un même cercle ; on peut le concevoir sî 
grand qu'il surpasse tout nombre assignable. Donc 
la différence entre deux polygones circonscrits et 
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inscrits, peut devenir moindre que tonte quantité 
donnée. C'est-à-dire , qu'ils peuvent ne différer en- 
tfeux , et par conséquent du cercle auquel ils s'ont 
inscrits et circonscrits , que d'une quantité moindre 
que toute grandeur assignable ; donc le dernier des 
rapports qui existe entre les polygones inscrits et 
Circonscrits au même cercle, est un rapport d'éga- 
lité, ou , ce qui est la même cKose , le cercle est la 
limite des polygones qu'on peut lui inscrire et cir- 
conscrire, 

Lemme troisième. Si l'on considère deux 
polygones, l'un inscrit P", et l'autre circonscrit Q'\ 
d'un égal nombre de côtés, la différence de leur 
surface sera d'autant plus petite que les polygones 
■auront plus de côtés. , 

Car la différence des surfaces est égale à la 
somme des petitstrapèzes ^B/fG.dont l'expres- 
sion est (Ç*'+ J 1 ")'™ (ai 9 ). Mais de la propor- 
tion Q" ; P" : : S O : R O , on déduit Q"+ P " = 
jfSO + RO\ SiSO~KS\ ■ n 

\—sô—J v K~so~ ) <? : Donc 

la différence des surfaces sera exprimée Dar 

°V — sô^J pUs hs H*** 

crits ont de côtés, plus SR devient petit ; donc la 
différence des surfaces deviendra d'autant plus pe- 
tite que les polygones inscrits et circonscrits qu'on- 
compare ont plus de côtés. ... 

z-2.6. Scholie. A la limite desp'orygones <îi;==o 
( Lemme premier ) ; donc à la iimitey la diJférénce' 
des surfaces entre le polygone inscrit et circonscrit 
est zéro ; mais le cercle est cette limite ( Lemme 
■■ «O/dono le dernier 'dés 'rapports 'entre le* 
F s 
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surfaces des polygones inscrits , circonscrits et da 
cercle, est un rapport d'égalité. 

117. (e). Théorème. La surface du cercle est 
égale au produit de son rayon par la moitié de sa 

1 Supposons deux polygones, un inscrit P" et l'au- 

Fïg. e!.t re circonscrit Q", au même cercle; la surface de 
ces deux polygones est égale au produit de leur 
" rayon droit par la moitié de leur périmètre. 

La limite des rayons droits des polygones inscrits 
est le rayon du cercle OS ( Lemme premier) ; la 
limite des périmètres est la circonférence (Lemme' 
deuxième) ; donc la limite de l'expression delà sur- 
face de ces polygones est le produit du rayon du 
cercle par la demi. circonférence : mais la surface 
du cercle est la limite de celles des polygones 
( Lemme troisième ) ; donc l'expression de la sur- 
face du cercle sera le produit de son rayon par la 
demi-circonférence ( 3. . . . 9 ). 

iï8. Lemme quatrième. Si l'on prend le quart 
de la circonférence, ou un arc d'une courbe quel- 
conque ^4 P , et qu'on divise la surface en plu- 
sieurs rectangles ayant des bases égales tels que 
Fig, S3 .bp c m, pq uo, q rst. . . . etc. Qu'on fasse en- 
suite les rectangles extérieurs ^ibBc, Cbpn, 
Mpqr...., on aura 1°. la différence entre la somme 
des rectangles extérieurs et des intérieurs égaie au 
rectangle P QRS; car cette différence est. égale 
à la somme des petits rectangles B Abc ■+■ Ccmn 

q": Plus le nombre des rectangles augmentera , 
plus la largeur de leurs bases diminuera; en sorte 
qu'elle pourra devenir plus petite que toute gran- 
deur assignable , et pour lors la surface du rectan- 
gle PQ .S.? s^a zéc5 ; donc à la limite la somme- 
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'des i rectangles extérieurs , celle des rectangles in- 

à-dire, que le dernier rapport entre ces trois sur- 
faces est un rapport d'égalité. . ... 

3". Enfin llespace curviligne p q n r est évidem ; 
ment plus grand que le rectangle intérieur corres- 
pondant^ no , et plus petit que l'extérieur pgMr. 

229. Schalie. Les princip.es expliqués dans les 
théorèmes précédens, suffisent pour mesurer toutes 
les figures régulières; mais lorsqu'on veut passer de ^ ( 
la théorie à la pratique , presque toutes les figures . : 
qu'on a i mesurer se présentent sous des formes 

des figures connues en les divisant par des lignes 
tirées convenablement. Les plus simples et celles 
qui réussiront toujours sont les triangles; ainsi en 
tirant du pointillés lignes FC,FB, on.agra trois 
triangles, que 1 onestrmera séparément, et la somme, 
des trois donnera la surface totale. .:, ■. ', ' , 
1$0. Problème premier. Construire un rectan- 
gle qui soit égal en surface à un triangle donné. 

Soit le triangle AB C, prenez AL = - — - ; éle- Fie. m» 

ver. la perpendiculaire ML égale à la hauteur du, 
triangle : achevés le rectangle MNAL, il sera 
égal an surface au triangle donné; car ia surface du 
triangle, comme celle du rectangle, est égale à 
jiL x ML. 

2JI. Problème deuxième.Conslm'irexxii quarté. 
qui soit égal en surface à un rectangle donnéV 

Soit le rectangle donné ABCD, prenez une f 1s . 
moyenne proportionnelle à la base À B. et à la. 
hauteur À D (190), sur cette moyenne propor- 
tionnelle, construisez le quarré ^4 PN M, il sera 
égal en surface au rectangle- donné» 

F 3 
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Car la moyenne proportionnelle donnera jiBz. 

Le premier membre de cette équation donne la 
surface du rectangle, le second donne celle du 
çj U arré.....î donc.... 

On pourroit aussi construire un quatre" égal en 
surface à un rhombe donné. 

Problème troisième. Changer un poly- 
gone donné en un autre polygone , qui ait un côté" 
de moins et qui lui soit égal en surface. 

FJg.n.. Soit .d B CDE le polygone donné; tirez la 
diagonal? j4 Cqui retranche le triangle ABC:par 
le point B, menez 5 JV parallèle à AC, prolongez 
DC jusqu'en N, et joignez ^4N. Le polygone 
ANDE sera égal en surface au polygone donné; 
car le triangle u4CN , que l'on ajoute, a même base 
^4 G, et même hauteur que le triangle rectangle 
retranché B C, puisqu'ils sont entre deux pa- 
rallèles ; donc ils sont égaux en surface. 
. Ce nouveau potygene pourra se réduire en un 
autre qui ait un côté de moins , et ainsi de suite j 
donc tout polygone pourra se changer en un trian- 
gle qui lui sera égal en surface. Par exemple , si on 
retranche le triangle j4EU, et qu'on ajoute le 
triangle _^MD } on aura le triangle Mj£N, égal 
en surface au pentagone A B CD E., 

ri a .io4. 235. Problême quatrième- Construire, un rec- 
tangle qui soit égal en surface à un cercle, donné. . 

Soit le cercle dont le rayon est CA, preotz une 
ligne égale à la circonférence., joignez ÇB. , et 
le triangle C^(B sera égal en surface au cerclé 

donné; carVun et l'autreapour mesure C^x^?. 

On réduira ensuite la surface du triangle en, celle; 
d'un rectangle A MN. Çy et celle-ci eo_ çefe du. 
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Tfuarré^ifi'Q.égal en surface au cercle, et c'est 
en cela que consiste la quadrature du cercle. 

1 3 4- Scholie premier. Le problème de la quadra- 
ture du cercle n'aurait aucune difficulté, si l'on pou- 
vait trouver géométriquement une ligne droilej^iï, 
égale à la circonférence; ou ce qui revient au même, 
si l'on pouvoit trouver le rapport du rayon , ou du 
diamètre à la circonférence : car le rapport une fois 
connu , la circonférence le seroit aussi, puisqu'elle 
seroit égale au diamètre multiplié par ce rapport. 
Ce rapport ne peut être déterminé que d'une ma-_ 
nière approchée; car il est démontré qu'il est ïncom-' 
mensurable, c'est-à-dire, qu'il ne peut être exprimé 
en nombres entiers. Archimède, en inscrivant et cir- 
conscrivant à un cercle un polygone de 0,6 côtés, a 
trouvé que le rapport de la circonférence au dia- 
mètre étoit < S. £ et > S. " t (ï) ■ ainsi " est uns 
valeur fort approchée qui suffit pour les besoins des 
arts. Quand on veut une approximation plus consi- 
dérable , on prend celle qui a été trouvée par Mé- 
tius Hj ; elle est facile à retenir , si Ton fait attention 
que Je dénominateur et !e numérateur, écrits sur la 
même ligne , forment une suite composée des trois 
premiers nombres impairs î. 3. S. répétés chacun 
deux Ibis : les trois premiers chiffres d'une pareille 
suite forment le dénominateur , et les trois derniers 
composent le numérateur : ou si l'on veut renverser 
la fraction ~, l'on aura le rapport du'dîamètreà 
Ja circonférence. Enfin , si l'on veut, avoir ce rap- 
port eu décimales , on trouvera que le diamètre 
étant 1 , la circonférence est 3,141 5g.... Cette Trac- 
tion convertie en série par la méthode du pro- 

(O-On trouve dans le Journal ie l'Ecole. Normale. 3, ■•- : 
ce rapport es t < que celui de 3 f ï de ^ 

F 4 
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Même (i 17), donnera 3, + \ — 5— —....etc. les 
deux premiers termes réunis donnent la rapport 
d'Archiméde, en y ajoutant le troisième, on a celui' 
de Métius, et l'on voit que la différence du rapport 
d'Archiméde à celui de Métius est . 

Scholie deuxième. On vient de voîr que tou- 
tes les figures régulières ou irrégulîères peuvent 
se réduire en triangles de même surface , et les trian- 
gles en quarrés, ainsi l'évaluation des surfaces con- 
siste à savoir mesurer les quarrés ; or, la mesure da 
ces sortes de figures dépend de leur comparaison, 
■ avec un quarré donné pris pour unité de surface , 
et l'expression de leur rapport est toujours donnée 
en des termes faciles à saisir; donc la géométrie des 
surfaces ne laisse rien à désirer pour 1 exactitude et 
la précision. 

235. (f).Théoréme cinquième.TroMvM la com- 
mune mesure , s'il y en aune, entre la diagonale et 
le côté du quarré. 

Soit le quarré A CBM, la diagonale B est 
l'hypoténuse d'un triangle rectangle isocèle A CB; 
ris.ics.donc Jâ'-s^C', et AB = AC\/T o» 
— or > °B sa 't P ar l'arithmétique que la 

racine de deux est incommensurable ; donc le rap- 
port de la diagonale au côté est incommensurable. 

Mais il s'agit de démontrer cette proposition géo- 
métriquement et indépendamment du calcul. 

Pour trouver la commune mesure de deux lignes, 
il faut porter la plus petite sur la plus grande autant 
de fois qu'elle y est contenue, ensuite le premier 
reste sur la plus petite, et , etc. (1 17) en portant BC 
sur j4B, on trouve qu'elle y est contenue une fois, 
plus un reste BD. Il faut comparer BD iBC : on 
trouvera qu'elle y est contenue deux fois avec un 
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reste qu'il faudroit comparer à BD ; mais comme 
ces restes vont'toujours en diminuant et que bien- 
tôt ils échapperoient à la vue par leur petitesse , on 
ne pourroic pas découvrir par ce moyen si les deux 
lignes en question ont une mesure commune. Pour 
éviter les lignes décroissantes et n'avoir qu'à opérer 
sur des lignes qui restent toujours de la même gran- 
deur , on considérera que l'angle BC^i étant 
droit, la ligne SC est tangente, et SJVest une sé- 
cante menée du point B par le centre; donc le rap- 
port BC : DB est le même que celui de BN à 
BC. Mais BN contient B C 2 Fois, plus un reste 
D fl% donc le résultat de la secondé opération est 
le quotient 1 avec un reste BD qu'il faut comparer 
à B C. Cette troisième comparaison se fera eo subs- 
tituant de nouveau le rapport BC : DN à son 
égal D3: BC,ce qui donnera le même quotient a 
et le même reste DB. 

De-Ià il résulte que l'opération n'aura pas de fin , 
et qu'ainsi il n'y aura pas de commune mesure entre 
la diagonale et le côté du quarré. 

Si on vouloît exprimer en nombres la valeur ap-' 
prochée de ce rapport, on le pourroitparle moyen 
de la fraction continue suivante : 

La première opération a donné pour quotient 1 , 
la seconde 1 , la troisième et les suivantes donne- 
ront toujours a à l'infini 5 donc le côté du quarré 
étant représenté par 1 ,1a diagonale sera représentée 
par la fraction continue 1 -f- 1 

* â+T . 

. 3+1 

3+ 1 

_\ , . '"''„*;*.• : 8.+...:., 

Arith. (73). ' 
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, ARTICLE II. 

Du toisé des surfaces ( i ). 

136. Toiser une surface, c'est déterminer ert 
nombres combien de fois elle contient une surface 
connue prise pour unité de mesure. 

Les surfaces qui servoient d'unité de mesure dans 
ces sortes d'opérations étoient la toise quarrée , le 
pied quarré , le pouce quarré. 

Pour toiser un rectangle, on mesuroitsucce^ive- 
ment avec la toise , h hauteur et la base de ce rec- 
tangle , et lorsque chacune des deux mesures don- 



tipliant le nombre des toises contenues dans la base; 
par le nombre des toises contenues dans la hau- 
teur. Ainsi en supposant la base de i3 toises et la 
hauteur de 6 toises, la surFace du rectangle seroit 
de 78 toises quarré es. 

Mais si une toise ne mesurait pas exactement les 
côtés du rectangle, en sorte qu'il y eût un reste 
composé. de pieds et de pouces, alors la surface 
seroit égale à un certain nombre de toises quarrées 
complotes , avec un excédant composé de parties 
delà toise quarrée. Pour évaluer cet excédant , on 
avoit subdivisé la toise quarrée , qui portoit aussi le 
nom de toise-toise, eu six rectangles qui auroîent 
chacun une toise de hauteur et un pied de largeur, 
et qu'on appeloit pour cela une tolse-pïed. La toise- 



(1} Cet article est extrait en partie tic l'instruction sur 
les mesures , publiée par la commission temporaire (les poids 
et mesures républicaines. 




Digitized by Google 



DE MATHÉMATIQUES, gi 

pied à sou tour étoit subdivisée en douze petits 
rectangles qui avoient chacun une toise de hauteur 
sur un pouce de largeur, et que l'on appeloit toise- 
pouce, et le calcul donnoit le nombre de toises- 
pïeds, de toises- pouces, etc. qui formoient l'excé- 
dant des toises quarrées renfermées dans la surface. 

La manière ordinaire de faire le calcul , consistoit 
à multrplier par parties le nombre des toises et des 
subdivisions de la toise, contenues dans las deur 
dimensions du rectangle, ce qui exigeoit beaucoup 
d'attention, et une grande pratique de la méthode 
du toisé; on peut en voir les détails dans la géomé- 
trie de Bézout , de Bossut , etc. 

La division décimale adoptée dans le nouveau 
système des poids et mesures , fait disparoître toutes 
ces difficultés de calcul. 

L'unité de mesure qui a remplacé la toise quarrée 
est le mètre quarré. 

La division par dix, donnera pour estimer l'excé- 
dant des dixièmes, des centièmes , des millièmes de 
mètre quarré. 

Supposons que ^4 BCD représente un mètre 
quarré, si nous divisons la base ^ B en dix parties "*■ 
égales qui seront des décimales , et si par les pointa 
dediyisîonnoustîrons autant de parallèles mn, il est 
visible que chaque hande ^4jnnD. 3 sera un dixième 
du mètre quarré. Maintenant nous pouvons ïmagi-i 
ner qu'ayant- divisé de même Ie3 petits côtés .d m 
des rectangles préçédens chacun en -dix parties éga- 
les, qui seront des centimètres, on ait tiré aussi des 
lignes'parallèiespar les pointe de division , il est en- 
core évident que chaque reotangle- égal à un dixiè- 
me de mètre quarré ; se trouvera subdivisé à son 
tour en dix autres rectangles , qui seront des cen- 
tièmes de mètre quarré. L'on voit par-là que toutes 
les parties qui soudivuenL Us mètre quarré, ont une 
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hauteur égale au mètre linéaire, sur une largeur 
qui est égale successivement à un décimètre , ou un 
centimètre. 

Supposons, par exemple, un rectangle dont la 
rig. icn. hauteur ^4D contienne rroîs mètres et deux déci- 
mètres = 3"", 2 , et la base jîB cinq mètres et un 
décimètre — 5 1 "', i. Pour trouverla surface, il faut 
multiplier 5,i par 5,2 , le produit sera i6,5s - y 
ce produit est un nombre abstrait (212) , qui ex- 
prime le rapport de la surface au mètre quarré. St 
l'on veut qu'il soit la mesure absolue du rectangle 
il faut le supposer multiplié par un mètre quarré , 
et pour lors il indiquera 16 mètres quarrés, plus 3 
dixièmes de mètre quarré, plus 2 ceDtîèmes de mè- 
tre quarré. , 

Pour se .faire une idée de ce résultat, il suffit de 
jeter les yeux sur la figure. On comptera d'abord là 
mètres quarrés compris dans l'espace ^4 mnr ; on 
trouvera ensuite 10 dixièmes de mètre quarré , dis- 
posés deux à deux dans l'espace npDr; et dans, 
l'espace mnqB , 3 dixièmes de mètre quarré.Enfin 
le petit rectangle nqCp contiendra 2 centièmes de 
mètre quarré,- réunissant le tout, on trouve par 
l'inspection de la figure , comme par le calcul , 1 S 
inètres quarrés, 3 dixièmes de mètre quarré, et 
deux centièmes de mètfe quarré, 

237. Problème premier. Evaluer la surface d'un 
triangle dont la base est de 1 2°', 3 , et la hauteur 
,,5™ 6. V ' . - 

Multipliezla base parla moitiédela hauteur^ 18)» 
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C'est-à-dire que la surface de ce triangle est do 
g5 mètres quarrés, plus g dixièmes de mètre quarré, 

138. Problème deuxième. Evaluer la surface 
d'un hexagone régulier dont chaque côté est de 
5 m ', 2 ; si chaque coté est de 3'", 2, le périmètre 
sera de "iq"', 3, et la moitié =9"", 16.. 

On calculera le rayon droit par la propriété du 
triangle rectangle, et on le trouvera de a" 1 , 7 à-peu- 
près ; doue la surface sera - 9,6 x 2,7 = a5 , 
9 a °'. 9- 

Problême troisième. Evaluer la surface d'un cer- 
cle qui a 5 m t, 3 derayon. 

Si le rayon est de b ml , 3, le diamètre io,6, pour 
trouver la circonférence on fera la proportion sui- 
vante, 7 : 25 : : 10,6 ; x = 33 ml ,3 ; donc la snrfaca 

«era = 08,24. • 

ARTICLE II ï. 

Des mesures agraires ou de l'arpentage. 

1^9. Les mesures agraires sont celles qui ser- 
vent à évaluer l'étendue des parties d'un terrein, 
comme d'un champ , d'une prairie , d'un bois. 

Dans ces sortes de mesures il faut , comme dans 
fe toisé , prendre la longueur'des dimensions de la 
surface , les évaluer en mesures connues, et multi- 

Les mesures qui étoient le plus en usage dans 
l'arpentage, étoient la perche ppuv les longueurs, et 
l'arpent pour les surfaces; ces deux mesures avoiënt, 
sous un même nom, des valeurs différentes dans 
différeus pays. La perche de Paris étoit de 3 toisât 
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ou 18 pieds , la perche des eaux et forêts étoit de 
2 3 pieds. L'arpent étoh: composé de 100 perches 
quarré es, par conséquent le grand arpent contenoit 
100 perches quarrées de 22 pieds , eti'arpentde 
Paris contenoit 100 perches quarrées de 18 pieds. 

Dans les nouvelles mesures on appelle are (dix 
mot latïn arare , labourer) , un quarré qui a dix 
mètres ou un décamètre de côté. 

Le décaare est une superficie qui représente dix 
ares , l'hectare contient cent ares , le kilare en con- 
tient mille, et le miriare dix mille. 

Le déclare est une surface qui est la dixième par- 
tie de l'are, c'est-à-dire, un rectangle qui a dix mè- 
tres de hauteur , et un mètre de base. 

partie de l'are, et la dixième partie dudéciare, c'est- 
à-dire , un mètre quarré. 

Dans les mesures agraires, on ne fera guère usage 
que de l'are, qui remplacera la perche quarrée , 
et de l'hectare qui remplacera l'arpent : le miriare 
sera quelquefois employé pour évaluer les grands 
territoires. 

La perche qiiarrée de as pieds , vauto,5i33 
d'are , et l'arpent quarré vaut la même fraction de 
l'hectare; c'est-à-dire, qne deux perches quarrées 
Talent un peu plus qu'un are ; et deux arpens un- 
peu plus qu'un hectare. 

240. Voici le tableau du rapport des-mesures de 
superficie à la toise quarrée. 

Miriare,kilomètre quarré. . . . 26^41 6 lois. qcar. 

Kilare s63ïi',6 

Hectare, hectomètre quarré. a684;rft 



Csntiare, mètre quarré 0,066 




Décare. 

Are, décamètre; quarré. 



26,34 sr 
flj65-.fr 
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1 41 .Proé/e/ne.Evaluerla surface d'une prairie de 
figure rectangulaire , ayant i3 décamètres et 3 mè- 
tresde base, sur 8 décamètres et 4 mètres de hauteur. 

Multiplies la base parla hauteur , le produit sera 
Un nombre abstrait , représentant le rapport de la 
surface demandée, à l'are, ou, si l'on veut, cha- 
que unitèMe ce produit représentera un are. 

Ainsi i3,3 x8,4=n 1,7a j donc ia surface de 
la prairie est de 111 ares 7 déciares et 1 cen- 
tiares. 

ARTICLE IV. 

Du rapport des surfaces semblables. 

242. Nous nous sommes déjà occupés du rap- 

tion dans cet article que du rapport des surfaces 
semblables , c'est-à-dire , dont les dimensions ho- 
mologues sont en proportion. 

241- Théorème. Les surfaces semblables sont 
entr'ell es comme les quarts des lignes homologues. 

Car les surfaces en général sont entr'elles en rai- 
son composée des dimensions qui entrent dans leur 
expression ; ainsi deux rhombes quelconques , ou; 
deux triangles , ou , etc. , sont entr'eux en raison 
composée dé leurs bases et de leurs hauteurs; mais 
quand les figures sont semblables, le rapport des 
bases est le même que celui des hauteurs ; donc la 
raison composée devient une raison doublée ; donc 
elle est la môme que celle des quarrés des bases , 
ou des quarrés des hauteurs , ou en général des li-, 
gnes semblablement tirées dans les deux figures. 

244. Corollaire. Deux triangles équtlatérau», 
deux quarrés , deux hexagones réguliers, deux cer- 
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cles , etc. , sont entr'eux comme les quarrés de 

leurs lignes homologues. 

24 5 .Scholie -premier. Les figures irrégulières er 
semblables, sont aussi etitr'elles comme les quarrés 
des lignes homologues ; car ou pourra toujours les 
diviser par des diagonales en un égal nombre da 
triangles semblables ; or chaque triangle sera à son 
correspondant , comme le qiaarré de sa base au 
quarré de la base correspondante ; et !a somme 
des triangles de la première figure, sera à la somma 
des triangles de la seconde , comme le quarré d'une 
base dans la première figure est au quarré de la 
base correspondante dans la seconde figure. 

146. Sch.oli.e deuxième. On peut déduire de ces 
rapports uneméthode de mesurer un grand terreïn. 
On commence par dessiner en petit le terrein qu'on 
veut évaluer , en le rapportant â une échelle dont 
on connoîtle rapport avecla ligne qu'on a prise pour 
base ; on évalue la figure du petit polygone ; on 
multiplie ensuite cette surface parle quarré du rap- 
port de !a longueur de l'échelle à celle de la base , 
et le ^produit est l'expression de la surface de- 

247. Problème premier. Deux figures sembla- 
bles étant données, construire une figure semblabls 

Soientles deux figures semblables, deuxhexago- 
nes ou deux pentagones dont les deux côtés homo- 
logues sont j4B , ab ; on élève la ligne ji b per- 
pendiculairement à l'extrémité de B , on join- 
dra A b , et l'hypoténuse de ce triangle rectangle 
sera le côté homologue du polygone demandé. 

Car puisque les polygones sont semblables, ils 
sont entr'eux comme- les quarrés des eûtes homo- 
logues : or , le quarré fait sur l'hypoténuse est égal 
à la somme des quarrés faits sur les deux côtés ; 

donc 
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donc le polygone qui aura l'hypoténuse pour coté, 
sera égal à la somme des deux polygones semblables 
qui auront pour côtés homologues les deux lignes 
^B, ab. 

148. Problème deuxième. Construire une seule 
figure égale à la somme de tant de figures sem- 
blables qu'on voudra. 

Ne supposons d'abord que trois figures sembla- 
bles, dont les côtés homologues soient représentés 
par les trois lignes ^4 B , ab, mn : après avoir Fia . loï . 
construit le triangle rectangle Bb sur les deux 
lignes j£ B } jib , réspectivement égales à ~4B 
et à ab, élevez au point b perpendiculairement sur 
l'hypoténuse bB la droite bn égale à mn , et tirez 
Bn. Cette dernière ligne sera le côté homologue 
du polygone ; car le quarré fait sur B n égalera le 
quarré fait sur in, plus le quarré fait sur Bb : mais 
le quarré fait sur Bb égale le quarré lait sur ^1B, 
plus le quarré fait sur j4 b ; clone le quarré fait sur 
Bn égalera la somme des trois quarrés faijs sur 
j4B , ab, mn, et par conséquent la figure qui 
aura Bn pour côté homologue aux trois côté< 
donnés , égalera les trois figures données. 

ARTICLE IV. 

Des plans et des angles solides. 

149. Un plan est une surface sur laquelle uns 
ligne droite peut être appliquée en tout sens, de 
manière qu'elle coïncide dans tous ses points et dans 
toutes ses différentes positions avec cette surface. 

Une ligne est perpendiculaire à un plan, lors- 
qu'elle fait des angles droits avec toutes les droites 

' GÉOMÉTRIE, G 
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qui vont se réunir à sou point de rencontre avec le 

plan. 

Deux plans sont parallèles entr'eux , lorsque le» 
perpendiculaires abaissées de tous les points du 
premier plan sur le second sont égales. 

Une ligne est parallèle à un plan , lorsqu'elle est 
toute entière dans un plan parallèle au plan donné. 

2JO. Théorème. Le plan est la plus courte sur- 
face qu'il puisse y avoir entre deux lignes données. 
Soit un plan quelconque M N : soit pris dans le 
plan un point n , par lequel on mènera deux lignes 
droites np, nq : ces deux droites seront dans la sur- 
7. Face plane, par la définition du plan. Or, je dis que 
la partie delà surface plane terminée par ces )igne3 
sera la plus courte qu'il puisse y avoir entre ces 
lignes. Soit pris sur cnaque ligne un point r , s, par 
lesquels on mènera la droite r, s, qui sera toute 
entière dans le plan : s'il exist oit une surface, passant 
par le6 deux lignes np,nq, plus courte que la sur- 
face plane , la ligne s t r qui seroit toute entière 
dans cette surface, et qui passeroit par les points r,s t 
seroit plus courte que ri; donc celle-ci ne seroic 
pas droite, ce qui est contre la supposition. 

1JI. Corollaire. Entre deux lignes données, or» 
ne peut mener qu'un seul jjl an : car si on en menoit 

faces comprises entre deux lignes données; donc ils 
se confondroîent. 

252. Scholie. La position respective de deux, 
lignes droites est déterminée par trois points non 
posés en ligne droite; car -si les deux lignes se ren- 
contrent, telles que np,n q, il suffira de connoître 
la position du point de rencontre n «t des deux 
points p et q : si elles sont parallèles , telles que MP, 
NQ,\\ iuilirade connoître lu position de deux points 
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^> Qi P"s sur une ligne, et d'un point quelconque 
M par où doit passer la parallèle. 

2 j J. Corollaire. Donc un triangle ^BCoa trois n & ioS. 
points qui ne sont pas en ligne droite , déterminent 
la position d'un plan (1). , • 

Théorème. Si deux plans se coupent, leur 
commune intersection sera une ligne droite. 

Soient les deux plans qui se coupent AIN, qu'on 
peut regarder comme le plan de la figure , et F Q r. s . .08. 
perpendiculaire ou incliné au premier : si dans les 
points communs aux deux plans , on en trou voit trois 
B, Cqui ne fussent pas en ligne droite, les deux 
plans passant par ces trois points, ne feraient qu'un 
seul et même plan , ce qui est contre la supposition. 

1 S f . Théorème. D'un point pris hors d'un plan , 
en ne peut abaisser qu'une seule perpendiculaire 
sur le plan. 

Car si on pou voit en mener deux , soient ^4 B , fi s .u.. 
\AC, ces deux perpendiculaires, en joignant leurs 
pieds par une ligne droite B C, on auroit deux per- 
pendiculaires abaissées d'un même point sur une 
même ligne, ce qui est impossible (46). 

256. Théorème. D'an point pris sur Un plan, on 
ne peut élever qu'une seule perpendiculaire à ce 

Car si on pouvoit en élever deux B^t, BD. con- Fi s- '"- 
duiseï par ces deux lignes dans le plan MN\a Haine 
B C. Alors l'angle ^BC sera droit , l'angle DBC 



pris trois à Iroà sont dans la même direction ; semblable- 
ment une surface est plane lorsque tous ses points pris qua- 
tre à quatre sont situé» dans nn même plan , d'oîi il -Vn^i- 
qii'une surface non plane est celle dont tous tes points pi» 
quatre à quatre ne sont pas dans le même plan. 
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sera aussi droit ; on auroit donc deux perpendicu- 
laires menées par un même point de la ligne B G, 
ce qui est impossible ; donc , etc. 

157. Théorème. Si une droite AB est perpen- 
diculaire à deux autres CD ,EF, qui se croisent 
à son pied dans le plan MN, elle sera perpendi- 
culaire à mie droite quelconque H G , menée par 
son pied dans le même plan. 
>°- Prenez sur les deux lignes données CD,EF, des 
parties égales BC, BD,BE,BF; tirez les deux 
ligues EC,DF. 

, 1*. Les deux triangles EBC, DBF sont égaux 
et isocèles; caries angles ÊBC,DBFwnt opposés 
au sommet, et les côtés qui les renferment sont 
égaux parla construction; donc EC—DF. 

3°. Les lignes A C,A E ,A D,A F,sont. égales; 
car les quatre triangles ABC, ABE, ABF, 
A B D sont égaux, puisqu'ils ont tous un angle 
droit, compris don- riiii <-a:-^:. 

3°. Les deux triangles EAC, F AD sont égaux, 

C 4°. Les deux'triangles CBG, DBH sont égaux, 
car ils ont deux angles égaux et le coté compris 
égaljdonc CG = DH et BG = BH. 

5°. Les triangles EA G, D AH sont égaux, car 
ils ont deux cùtés égaux et l'angle compris entre ces 
' côtés égal ; donc A H — A G. 
, 6°. Les deux triangles ABG,ABIÎ sont égaux, 
car ils ont les trois côtés égaux; donc l'angle ABG 
= ABH; donc la ligne AB ne penche pas plus 
du côté de G que de H, donc elle est perpendi- 
culaire sur GH: 

réciproquement, si une ligne^B est perpen- 
diculaire sur trois lignes (Jili aboutissent au même 
point , les trois lignes seront dans le même plan. 
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Car i°. les deux hgnes CB, EB sont dans le mêm» 
plan que les deux premières; car fi elles n'y étoient 
pas, si elles étoient, par exemple, au-dessus ou' 
au-dessous du plan de la figure , soit tiré BK dans 
le même plan vertical que GB, et dans le plan de 
la figure, qui est celui des deux lignes EB, CB, 
L'angle LiBK sera droit ( par la première partie 
du théorème); mais ABG sera également droit par 
la supposition ; donc on auroît À.BG — ABK, 
•ce qui est impossible. 

2 j8. Corollaire. Une ligne perpendiculaire sur 
deux lignes qui se coupent dans un même plan, 
l'est aussi sur le plan de ces deux lignes ; car ella 
i'est sur toutes les lignes qui passent par le point de 

159- Théorème, tes obliques ^4G, j4 H ('ga- 
iement éloignées de la perpendiculaire, sont égales. 

Car les deux triangles rectangles ABG,^4BH 
ont un angle égal compris entre deux côtés égaux ;- 
donc ils sont égaux en tout j et par conséquent 
l'hypoténuse ^iG = ^iH. 

2^0. Scholie. Toutes les obliques égalés A G , 
'j£B étant également éloignées de la perpendicu- 
laire j aboutissent sur la circonférence d'un cerole 
qui a pour rayon BG ; donc étant donné un point 
-rf hors d'un plan, si l'on veut trouver le point B , 
où tomberait la perpendiculaire abaissée du point 

, il faut marquer sur le plan trois poinis égale- 
ment éloignés du point ', et chercher le centre 
du cercle qui passeroit par ces trois points. 

261. Théorème. Deux lignes- parallèles sont tou- 
jours. dans un- même plan. 

Soient les deux parallèles AB, D C, joignez les F i E . ■ h. 
points S , C par une perpendiculaire aux deux lignes 
B.C. Au point B-, Vthz DB. : par le point S mené» 
G 3 
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l'B égale kDC, et perpendiculaire au plan de la 

figure , c'est-à-dire, au plan u4.BC. 

Il faut démontrer qu'elle est aussi perpendicu- 
laire à la ligne DB, et par conséquent que le 
point D est dans le plan u4 B C (267). 

Lestriangles DCB,BCF$ont égaux , car BCest 
commun aux deux triangle?, BF=DC par la cons- 
truction. L'angle DCB est droit, ainsi que CBF; 
donc le côté DB = CF. 

Le triangle D CF~ D BF; car ils ont les trois* 
côtés égaux. Or le triangle DCF est rectangle en 
C; donc DBF est aussi rectangle en S; donc l'an- 
gle DBFest droit , et par conséquent FB est per- 
pendiculaire sur DB; donc les quatre points 
u4, B,C,D, et par conséquent les deux lignes AB, 
£> Csont dans le même plan. 

z6l. Corollaire. Deux lignes parallèles déter- 
minent la position d'un plan. 
De. m. 26}. Théorème. Si la ligne u4 B est perpendi- 
culaire au plan MN, toute ligne CE, parallèle 
à j4 B ,sera perpendiculaire au même plan. 

Conduisez un plan suivant les parallèles si B , 
EC.dont l'Intersection avec !e plan MN, soit 
la ligne B C, les deux parallèles seront perpen- 
diculaires à la section du plan BC(ios), et le plan 
ECB sera perpendiculaire au plan de la.figure; 
faites tourner le plan sur la ligne EC, de ma- 
nière qu'il prenne la position E CD , la ligne E C 
iera encore perpendiculaire sur CD; donc elle sera 
sur le plan de la figure (208). 
ris. 113. ■ 264. Théorème. Deux plans MN, PQ, per- 
pendiculaires à une même ligne droite ; sont pa- 
rallèles entr'eux. 

Cars'ilsse rencontrolent quelque part , soit Onn 
de leurs points de rencontre, joignez OA,OB, 
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k ligne slB, perpendiculaire au plan MN . est 
perpendiculaire à la droite O ^4 , menée par îe 
point ^ dans le plan M N. Par la même raison 
^tB est perpendiculaire sur OS; donc 0^4 et 
OB seraient deux perpendiculaires abaissées drt 
même point O sur la même ligne droite, ce qui 
est impossible; donc les plans MN,PQne peu- 
vent se rencontrer, donc ils sont parallèles. 

l6f. -Théorème. Deux droite* , comprises entre 
deux plans parallèles , et coupées par un troisième 
plan , parallèle aux deux autres , sont coupée; en 
pa rti es p ro p orti o n n elles . 

Soient ks deux droites B, CD.... des points Fi* ni. 
v^et C, abaissons les perpendiculaires ^iV", CM, 
et tirons P R,RQ, par la propriété des triangles 
semblables, on a C P : C R .1 CM: CD,zt^fQ: 
^R :: sfNi^lB; mais CP = ^4Q, et CM 
~ -*4N , puisque ce sont des droites perpendicu- 
laires comprises entre des plans parallèles; donc les 
conséquens formeront la proportion CR : CD :: 
jtR-.^B. 

z66.0^i(/ora.Sîonprésenteunplani'^iIfS, Fie , ,, 5 . 
sur un autre CN^iM dans une situation inclinée , 
la commune section des deux plans, est la ligne 
M si , sur laquelle le plan MP rencontre l'autre 
MN. Cette ligne d'intersection se nomme l'arête 
des plans , et l'ongle formé par les deux plans 
dans toute la longueur de J'arête , se nomma 

Pour juger de l'angle d'inclinaison , il faut for- 
mer un angle dont les deux lignes soient une dans 
un plan , et l'autre dans l'autre plan ; mais toutes 
deux perpendiculaires à la commune section , telles 
que BM, MC, PA , ^4N ; car si l'on tiroït les 
lignes obliquement , comme LH, If G , on forme- 
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roient aucun rapport fixe avec Sangle des deux 



pendiculaire est la seule qui décrit un cercle. Enfin, 
s! l'on imagine les deux plans perpendiculaires l'un 
s l'autre , en sorte qu'ils fassent un angle droit , les 
lignes qui doivent mesurer leur angle doivent Être 
perpendiculaires entr'elles ; or elles deviendront 
perpendiculaires entr'elles, si elles le sont à la 
commune sectiondes deux plans ; donc , pour me- 
surer l'angle d'inclinaison rie deux plans, i! faut 
" tirer dans chaque plan , et au même point de la 
commune section, une ligne perpendiculaire à la 
commune section. Ces lignes feroient dans leur 
point de rencontre , un angle égal à l'inclinaison des 

Pig- Tous le3 plans qui passeront dans la direction de 
la perpendiculaire au plan de la figure, seront per- 
pendiculaires à ce plan; car la perpendiculaire au 
plan , l'étant à toutes les lignes qui passent par son 
pïed , sera aussi perpendiculaire à l'intersection 
commune au plan et à la ligne menée dans le 
plan de la figure perpendiculairement à l'in ter- 
Deux plans parallèles, coupés par un troisième 
plan oblique, présenteront les mêmes angles que 
deux droites parallèles coupées par un oblique ; 
car si ces plans sont vus de profil , ils présenteront 

Fis.n.i. fa figure de deux droites parallèles , coupées par 
une oblique. 

Donc, i°. les angles internes externes seront 
égaux; 2°. les angles alternes internes seront 
égaux, 3°. les angles alternes exfmz es seront égaux; 



plans 



ns,et qui, en fa,, 
la ligne AM, n'ai 
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4". la somme de deux angles adjacens, vaudra deux 
«.glu droit,. 

Si plusieurs plana ont une intersection commune , 
la somme de tous les angles autûur de la ligne d'in- 
tersection vaudra quatre angles droits. 

Un angle solide est formé par la réunion de plu- 
sieurs angles situés dans différens plans, et qui, en se 
réunissant autour d'un même point, interceptent 
tout l'espace autour de ce point, d'où il suit que , 
pour former un angle solide , il faut au moins ia réu- 
nion de trois plans différens. 

On mesure un angle solide , en prenant la somme 
des angles plans qui les Forment. 

167. Lemme premier. Soient les deux lignes 
droites^C, CG,perpendiculairesentr' elles aupoint 

C, par deux points donnés ^5 sur la ligne A C , Fi «- 
faisons passer une circonférence de cercle qui tou- 
che la ligne CG en un point D; si des points D,G, 
etc. de la ligne CG, on mène des lignes aux deux 
points donnés B , le plus grand des angles que 
ces lignes font entr' elles , sera celui qui a son 
sommet au point D , où la ligne CG touche le 
cercle. 

Car l'angle ^4 DB étant inscrit , a pour mesure la 
moitié de l'arc AB , et tous les autres angles étant 
circonscrits et appuyés sur le même arc concave, 
ont nécessairement pour mesure un arc moindre 
que la moitié de A B. 

168, Lemme deuxième. Si par le point D on 
élève la ligne DM , perpendiculaire au plan de la 
■ligure, et.qu'on fasse tourner successivement les 
triangles -ABG, AB F , sur la ligne ^4B , jus- 
qu'à ce que leurs sommets G ,F sohVnt dans la per- 
pendiculaire DM, ces angles ne changeront pai 
de valeur. 
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Car il est visible que le triangle AGC, par 
exemple, en tournant sur AC , conserve dans tou- 
tes Ses positions les deux mêmes côtés AC,CG , et 
l'angle C, donc l'angle G ne change pas de va- 
leur. On en peut dire autant du triungle BCG, en 
tournant sur B C; donc lorsque le sommet de l'an- 
gle AGBseïa dans la verticale DM, sa valeur 
sera la même que lorsqu'il est couché dans le plan 
de la figure. 

" 2S9. Corollaire. Si plusieurs angles ABD, 
ABB', ABG, appuyés sur une même base ont 
leur sommet sur une mùmeii^ne mente perpendicu- 
Jairementauplandela figure ABD, leplusgrandde 
ces angles, sera celui quiest formé par les deux lignes 
AD,BD , perpendiculaires sur MD, et qui sont 
par conséquent les plus courtes qu'on puisse mesu- 
rer des points A, B sur la ligne MD. 
! - 170. Théorème. La somme des angles plans 
qui forment un angle solide , est toujours moindre 
que quatre angles droits. 

Soit l'angle solide jl/ , formé par la réunion des 
six angles plans B MC ,C MD,UMF.. . . etc. du 
point jM abaissez la perpendiculaire MO, et du 
point O tirer, lés lignes O B ,OC ,0 D ,0 F.... à 
toutes les pointes du polygone de la base, on a 
pMC <_£ OC (.lemme) , etCMZ>< COD ... 
donc la somme des angles plans formant le solide , 
sera plus petite que la somme des angles plans au- 
tour du point O -, or cette dernière somme égale 
quatre angles droits; donc on a l'angle solide <1 que 
quatre angles ; droiia. .. ■_ 
"171. Scholie. La limite d'un angle solide est 
quatre angles droits ; car plus un angle solide est 
grand , plus il approche de 36o J , sans pouvoir ja • 
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mais égaler quatre angles droits , mais il peut n'en 
di/Férer qu'aussi peu qu'on voudra. 

Si la ligne MO étoit oblique sur la base comme Fie- "s 
. 8-4 , on supposeroit un plan coupant perpendïcu- 
laireàiS^, et l'on pronveroit comme ci-dessus, 
que l'angle solide S, seroit plus petit que ia somme 
des angles plans , réunis autour du point d'intersec- 
tion de la ligne Sj4 avec le plan coupant. 

272. Théorème. Si un angle solide est Formé 
par trois angles plans, la somme de deux quel- 
conques de ces angles sera plus gtande que le troi- 

Soit l'angle solide C, formé par la réuniondes trois fi&. m 
plans ytCB,^4C$ s S CE (le point S est relevé au- 
dessus de la figure), soit l'angle ^fCB le plus 
grand des trois, je dis que l'on aura ^4CS -f- 
SCB>^CB. 

Du point S, abaissez sur le plan de la figure la 
perpendiculaire SO, menez dans ce môme plan 
les lignes CO,OR; du point S, tnez S R,SL, 
perpendiculaires aux lignes CB,Cji. 

On a, \°.stCB = J 4C0 + OCR, en second 
lieu les deux triangles CSR,COR sont rectangles; 
donc la somme des deux angles CSK + SCR = 
COR + RCO: mais CSR < COR (letnme) ; 
donc SCR > OCR.,,, par la même raison on a - 
SCL > LCO ; donc SCL + 8CR <^tCB. 

27 î . Problème. Etant donnés deux angles plans, 
déterminez les limites du troisième , qui réuni aux 
deux premiers , peuvent faire un angle solide. 

Soient les trois angles plans .^CB, SC^i, SCB, r v , » 
formant l'angle solide C; soient donnés les angles 
SC^t,SCB, par le théorème précédent 011 a 
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j4CB < SC^Ï 4- S CB. Par la même raison oh 
doit avoir SC^ < ^CB + SCB , u* CB 
> SC \A — SCB; donc le troisième angle doit 
être plus petit que la somme des deux autres , et 
plus grand que leur différence. 
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LIVRE I II. 



DE LA GÉOMÉTRIE DES SOLIDES. 

^74* On appelle en géométrie solide s tout ce qui 
est étendu dans trois sens différens. 

On peut concevoir un solide formé par le con- 
cours de plusieurs plans qui, se réunissant par leurs 
côtés ou arêtes , forment des angles solides , et 
interceptent un espace; il faut au moins quatre 
plans pour intercepter un espace. Le solide consi- 
déré sous ce rapport, porte le nom de polyèdre. 

On appelle polyèdre régulier , celui dont 
toutes le3 faces sont des polygones réguliers égaux, 
et dont les angles solides sont égaux entr'eux. 

Le nombre des polyèdres réguliers est déterminé 
par la combinaison des angles plans égaux , qui 
réunis au nombre de trois au moins , peuvent don- 
ner un angle solide, moindre que quatre angles 

Il ne peut y avoir par conséquent que cinq po- 
lyèdres réguliers , savoir : trois dont les faces sont 
des triangles équilatéraux , un dont les faces sont, 
des quarrés, et un 'dont les faces sont des pen— 

Chaque angle d'un triangle équilatéral vaut 
Co a (143) ; donc trois angles réunis formeront i8o J 
< 5So J ; mais comme ces trois plans ne .suffisent 
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pas pour intercepter un espace fermé de toutes 
parts , il faudra y ajouter lui quatrième , gui sera la 
hase du polyèdre, et qui, réuni aux trois autres, 
formera des angles solides égaux. Ce polyèdre est 
FlE- nommé tétraèdre. 

Si on réunit quatre triangles équilatéraux, on 
formera un angle solide de 240'' < 36o a , et si à ces 
quatre plans on en adosse quatre autres, en les joi- 
gnant par leur base, on formera un polyèdre à huit 
faces triangulaires , appelé octaèdre. 

Cinq triangles de même nature , réunis par leurs 
pointes, peuvent former un angle solide de Zoo" 
< 560*, et si on prend 20 de ces triangles pour 
intercepter un espace, on formera un polyèdre à 
Fi|. is.. 20 faces triangulaires , appelé icosaèdro. 

Six triangles équilatéraux réunis , donnerotent 
une somme de 36o' 1 , et par conséquent ne pour- 
Chaque angle du quarré vaut oV ; donc trois de 
ces angles réunis, formeront un angle solide de 270 11 . 
Si on prend quatre quarréspour les réunir par leurs 
arêtes , on formera un polyèdre k/io faces , appelé 
Fi 6 . 1S0. exaèdreau cube ; quatre de ces angles formeroient 

angle solide. 

Enfin , chaque angle du pentagone régulier , vaut 
10$'; trois de ces angles réunis, formeront un 
angle solide de 3e4 j , et on pourra composer un 
polyèdre régulier de douze faces pentagonales , 
Be. m. appelé dodécaèdre. 

Quatre angles du pentagone, feroient 43i J ; ils 
ce pourroient donc pas former un angle solide. 

Les hexagones et les polygones d'un plus grand 
nombre de côtés, réunis au nombre de trois, don-, 
neroient une somme égale ou plus grande que 



Digitized by Google 



DE MATHÉMATIQUES. m 
36V. On ne peut donc pas former d'angle solide 
avec de pareils polygones (1). 

176. Le prisme est un solide terminé par des 
bases égales et parallèles, comprises entre des 
plans dont les arêtes sont parallèles. 

Si les arêtes sont perpendiculaires à la base, fi™. , S î, 
les plans seront des rectangles et le prisme sera ' J '- 
droit; si elles sont inclinées sur la base , les plans 
seront des rhombes, et le prisme sera oblique. 

La hauteur du prisme droit ou oblique est la 
perpendiculaire abaissée de la base supérieure sur 
la base inférieure. 

Le prisme qui a pour base un rliombe, a aussi 
des rhorubes ou des rectangles pour faces latéra- 
les , on le nomiooit parallélépipède j mais l'étyino- n ; . ni 
lagie de ce mot ns signifie pas plus une figure à "?7- 
quatre faces parallèles qu'à six ou à huit. Ainsi on 
-substitue le rhombe, à celui de parallélogramme. 
Si la base et les faces totales sont des rectangles , le 
prisme sera droit. 

Si la base étant un rectangle ou rhombe, les 
faces latérales sont des rhombes, le prisme sera 
oblique. 

Sï les six plans qui composent lasurface duprisme 
sont des quartés, le solide prend le nom d'hexaèdre 
ou de cube. 

177. La 'pyramide est un solide dont la base 
est un polygone quelconque, et dont les faces la- 



(t) On pourroit penser qu'en adossant par leurs bases 
deux tétraèdres réguliers égaux , on formerait un polyèdre 
régulier composé de si* faces triangulaires égales ; mais les 
angles solides ne seroieni pas composés d'un égal nombr» 
d'angles plans égaui ; par conséquent ils ne, seroient paa 
égaui. 
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térales sont des triangles qui se réunissent à un 
même point qu'on nomme le sommet , telle est la 
Fie .<! , pyramide CD FM. 

' 14 ' La perpendiculaire MO, abaissée du sommet 

M.sat la base , en est la hauteur. 

La pyramide est droite , lorsque la perpendicu- 
laire , abaissée du sommet , va aboutir au centre 
de la base , celte perpendiculaire se nomme l'axe 
de la pyramide. 

Dans les pyramides régulières , les faces latérales 
sont des triangles isocèles égaux. 

Si du sommet M on tire une droite perpendicu- 
laire sur un des côtés de la base , cette ligne me- 
surera la hauteur de tous les triangles , et s'appel- 
lera l'apothème de la pyramide. 

Le cylindre est un prisme dont la base et tou- 
tes les sections parallèles à la base sont des cer- 
cles ; on peut le concevoir produit par larévolu- 
" ' tion d'un rectangle , qui tourne sur un de ses côtés , 
et qui laisse par-tout des traces de son passage. 
C'est pour cette raison qu'il est rangé parmi les 
corps qu'on nomme solides de révolution. 

La ligne qui passe par le centre des deux bases 
est nommée l'axe du cylindre, il en mesure la hau- 
teur 3 lorsque le cylindre est droit. 

Sï on inscrit et circonscrit au cercle de la base du 
cylindre un polygone stBCDE, et que sur ce 

teur que le cylindre , il est visible que les arêtes 
du prisme inscrit toucheront le cylindre dans toute 
leur longueur. 

Il en sera de même des faces latérales du prisme 
circonscrit, en sorte qu'une section faite dans ces 
trois solides sur un point quelconque de la hauteur 
et parallèlement aux bases , présenterait ia figure 
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de deux polygones d'un égal nombre de côtes dont 
l'un serait inscrit et l'autre circonscrit au même cer- 

179. Le cône est une pyramide dont la base 

est un cercle. On peut le concevoir formé par l a FI &"«- 
révolution d'un triangle rectangle qui tourne autour 
du côté perpendiculaire , et qui laisse par-tout des 
traces de son passage. Ainsi le cône est encore un 
solide de révolution.' 

Si l'on inscrit et circonscrit un polygone au cer- 
cle de îa base, et que sur les polygones on cons- 
truise deux pyramides qui viennent aboutir au même 
sommet que le cône, ces deux pyramides seront 
l'une inscrite et l'autre circonscrite au cône , et tou- 
cheront le cône, la première suivant son arête , la 
seconde suivant son apothème. 

180. La. sphère est un solide terminé par une sur- 
face courbe, dont tous les points sont également JB '" 7 ' 
éloignés d'un point intérieur qu'on nomme centre. 

On peut concevoir la sphère produite par la ré- 

et laissant par -tout des traces de son passage. Ainsi 
la sphère est comme le cylindre et le cône un so- 
lide derévolutidh. 

181 . Si l'on inscrit et circonscrit un polygone à 

un cercle , ces deux polygones , en tournant avec le ^ [i( 
cercle , décriront des solides de révolution , qu'on 
nommera sphéroïdes, dont l'un touchera la sphère, 
suivant ses atÊtes, et l'autre par le milieu de son 
apothème. 

Le rayon de la sphère est une droite menée du 
centre à tin point de la surface ; le diamètre est une 
droite passant par le centre, et égale à deux rayons. 

l8l t -On nomme grand cercle delà sphère, tout 
cercle qui a pour centre le centre même de k 

"CÉOMÉTHIfi. ' H 
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sphère, et petit cercle celui dont le centre ne secon- 
Fond pas avec celui de la sphère ; d'où il suit qu'un 
grandcerclepartagelasphèreendeuxpartieségales, 
et un petit cercle la parcage en deuxpartiej inégales. 

ARTI.CLE PREMIER. 

De la mesure des surfaces des corps solides. 

183. La surface latérale d'un corps solide est la 
même que celledes plans qui l'entourent, sans y com- 
prendre celle de ses bases supérieure et inférieure. 
La surface totale sera celle de ses plans latéraux et 

284. Théorème. La surface latérale d'un prisme 
est égate au produit de l'une des arêtes de ce prisme 
parle contour d'une section faite par un planauquel 
cette arête seroit perpendiculaire. 
îi. Car puisque l'arête est supposée perpendiculaire 
•au plan, lesautres arêtes le seront aussi, puisqu'elles 
sont parallèles; donc en considérantdanscnacundes 
rhombes dont le prisme est composé, l'arête comme 
la base, et la partie de la section interceptée entre 
ses côtés comme la hauteur, sa surface Sera égale au 
produit de l'arête par cette hauteur, et puisque tou- 
te., les crûtes sont égales, la surface de la somme des 
rhombes, ou la surface du prisme , est égale au pro- 
duit de fine quelconque des arêtes par le contour 
de la section faîte par un plan qui lui est perpendi- 
. cutaire. 

ï8f . Théorème. La surface latérale d'unepyra- 
mide droite et régulière, est égale au produit de 
son apothème parla moitié du contour ou périmè- 
tre de la base. 
.(, 'Car elle est égale à la somme des surfaces des 
triangles qni l'entourent ; Or, tous les triangles étant 



Digitized by Google 



DE MATHÉMATIQUES. n5 
Égaux , là sommé de leurs surfaces est égale a celle 
d'un seul triangle, répétée autant de fois qu'il y a 
dé triangles , ou à celle d'un triangle qui auroit . 
line hauteur égale à la hauteur commane des trian- 
j^ès , et une base égale à la somme des bases des 
triangles; màis la hauteur commune est l'apothème, 
et la somme des bases , forme le contour de la base 
delà pyramide ; donc... etc. 

iS6. Sckolie premier. Sila pyramide étoit obli- 
que,on ne pourroftpasévaluersasurFacepar une seule 
opération , parce que les triangles qui l'entourent 
sérbiént inégaux , ou h'auroieirt pas même hauteur, 
il faaâi-oit pour lors évaluer chaque triangle sépa- 
rément , et prendre la somme de tous. 

Pour avoir là surface totale des solides, il faut 
estimer séparément celle des basés, et l'ajouter à 
la sàrface latérale. 

287. Scholie deuxième. Les polyèdres réguliers O 
étant terminés par des plans , il est visible que leur 
surface est égale à celle d'un de ces plans , répétée 
autant de fois qu'il y a de plans; et sl les polyèdres 
étoient irréguliers, on n'auroit pas d'autre moyen 
d'estimer le uf surface , que d'évaluer celle de cha- 
que plan séparément , et lïe prendre la somme de 
ces surfaces partielles. 

188. Théorème. La surface convexe ou latérale 
d'un cylindre, est égale au produit du Contour de 
sa base par sa hauteur.. ... ( , . ; . . FJs _ 

Car si .l'on inscrit et cirporrscrit un prisme poly- 
gonal à tm cylindre , plus les polygones de la base 
auront de côtés, plus les deiix prismes approche- 
ront du cylindre, sans pourtant jamais lu! devenir 
égaux i tant qu'ils serônl prismes polygonaux ; mais 
ils pourront en différer d'une grandeur moindre qtie 
toute quantité donnée -, donc le cylindre est la li- 
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tnite des prismes inscrits et circonscrits ; donc pour 
avoir la surface du cylindre , il faudra prendre celle 
^ de lajimite des prismes polygonaux ; or pour avoir 
' celle-ci, H suffît de convertir te polygone de la base 
en cercle ; donc la surface du cylindre est égale 
au produit de la hauteur par ia circonférence de 
la base. 

189. Théorème. La surface convexe d'un cône 
droit , est égale à la moitié du produit de son apo- 
thème, par le contour de sa base. 

Car , soit décrit dans la base du cône un polygone 
'ABCDF ', et sur ce polygone soit construite une 
pyramide , ayant même hauteur, on prouvera, 
comme dans le théorème précédent , que le cône 
' est la limite des pyramides <ju'on peut lui inscrire 
et circonscrire;. mais à la limité des pyramides, 
le polygone de sa base devient cercle ; donc pour 
|M avoir l'expression de la limite des surfaces des pyra- 
" • inides inscrites et circonscrites , il suffit de substi- 
tuer au contour du polygone celui du cercle , et 
à l'apothème de la pyramide ceiui du cône. 

290. Théorème. La surface d'une pyramide 
tronquée par un plan parallèle à la base j est égale 
au produit de son apothème parla demi-somme du, 
' contour de ses délix bases supérieure et inférieure. 
Car elle sera égale àjn somme des trapèzes dont 
elle est composée : or , tous ces trapèzes ont même 
hauteur ; donc la surface demandée sera égale à 
celle d'un trapèze unique qui auroit pour hauteur 
ta hauteur Commune , et pour hases une ligne 
égale au contour du polygone supérieur pour la 
hase supérieure , et égale au contour du polygone 
inférieur pour la base inférieure. Mais la surface 
d'un pareii trapèze séroit égale au produit de sa 
hauteur qui est la partie 'qui reste de l'apothème 
par la demi-somme des bases ; doue , etc. 
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La même surface est égaie au produit de son 
apothème par le polygone moyen proportionnel 
arithmétique , entre la base supérieure et la basa 
inférieure. 

29 1 . (g) Corollaire. La surface du cône tronqué 
est égale au produit de ce qui reste de l'apothème Fi-. ,.4. 
par la demi- circonférence , moyenne proportion- 
nelle arithmétique entre les bases supérieure et 
inférieure; .. * 

* Car le cône tronqué est la limite des pyrami- 
des ^ronquées qu'on peut lui inscrire et circons- 
crire ; donc pour avoir la surface du cône tronqué , 
il suffit de savoir ce (jue devient celle de la pyra- 
niidfe tronquée à sa limite. 

291. Théorème. La surface d'un sphéroïde pro- 
duit pat la révolution d'un polygone régulier 
^4 B CD G , sur son axe jiG , est égale au produit 
de l'axe par la circonférence d'un grandcerele de 
la sphère inscrite. Fie • • 

Car la surface totale sera composée de ta somme 

• des zones décrifespar les côtés ^4B, BC, CD, etc. 
Or, la surface de chaque zone est égale au pro- 
duit de la partie correspondante de l'axe par la 
circonférence du cercle qui a OR pour rayon. 

Par le milieu de BC, je fais passer un plan PS. 
parallèle aux deux bases de la zone engendrée par 
SC, laquelle sera un cône tronqué; sa surface 
sera donc égale au produit de B C par la circonfé- 
rence qui a Fit pour rayon ( Corott. precéd. ) 
= £Cx cir. FR. Mais les triangles CBX, RPO 
■ont semblables ; car ils ont un angle droit chacun , 
et l'angle CBX=FRO, parce que le? côtés 
de l'un MOt perpendiculaires sur les côtés de l'au- 
tre j donc on a la proportion CB: ROll B X:PR ; 
^ nais h la place- du rapport KO: RP , on peut 
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substituer celui des circonférences dont R 0,SP 
sont les rayons ; donc on aura CB : cir.-flO : : BX: 
cir. FR, ou CB X çir.FR=BXx eir.-SQ. 
Or, le premier membre de cette équation est l'ex- 
pression de la surface du- cône tronqué, etle.se- 
cond est le produit de la partie correspondante de 
l'axe par la circonférence d'un grand cercle, de ta 
sphère inscrite ; donc ia surface de toutes les zones,, 
c'est-à-dire , la surface du sphéroïde sera, égale au 
produit de l'axe entier par ia circonférence, ds Ut 
sphère inscrite. . .. ^ -. 

Scholie. Si le polygone qui produit le 
sphéroïde est d'un nombre de côtés pairs^ Çï qua 
l'axe .A G passe par deux angles opposés,;. çe»axe, 
sera le diamètre du cercle, circonscrit. ,■ ,. . , 

Si l'axe, passoit par le milieu des deux côtés op- 
posés, il seroit !e diamètre du cercle inscrit ; dans 
ce cas pour avoir la surface totale du sphéroïde 
produit par la révolution du polygone tournant sur 
le diamètre du cercle inscrit , au produit de ce dia- 
mètre par la circonférence d'un, gçand cercle de la 
sphère inscrite , i! Taudr oit ajouter, les deux cercles 
produits par les côtés M,st , $ B. ' ' ~ '"' 

294. Théorème. La surface de. la. sphère «sj 
égale au produit de son. axe ou diamètre par la cir- 
conférence d'un de ses grands cercles.'. ;■■ 

Car si l'on inscrit, et circonscrit un polygone à 
un même cercle , et qu'on, les fasse tourner ensem- 
ble sur le m.êmç axe , la surface du sphéroïde ins- 
crit a bcdgscca plus, petite que celle du spnéroïue 
circonscrit jIB C£},G /. mais plus on augmentera 
le nombre des côtés. dp» polygones , plus ils appro- 
cheront du. cercle,, et plus La différence .entre les 
surfaces, décrites deviendra petite. Qr , on' peut 
concevoir le aumb-i e des côtés augmenta. au-delà g 



Digitized by Google 



DE MATHÉMATIQUES. tig 
de tout nombre assignable ; donc la différence en- 
tre les surfaces peut Être ?éro ; et par conséquent 
la limite du rapporf entre les surfaces des sphé- 
roïdes inscrits et circonscrits à la sphère , sera 
un rapport d'égalité ; mais la sphère est la limite 
des sphéroïdes inscrits et circonscrits ; d"0* po»r 
avoir la surface de la sphère , il suffit de savoir ce 
que devient la surface des sphéroïdes ioscrirs et 
circonscrits à leur limite. Or , à la limite , le rayon 
Q R devient le rayon de la sphère OY, e(, l'axe 
.dF devient le Sîamètre de la shpère ; donc la sur- 
face de la sphère est égale au produit de son, axe 
parla circonférence d'un de ses grands cercles. 

K),1,.Cora(lai repremier, La surfecedela sphère 
égale quatre lois «bile d'un de. ses grands cercle*. ; 
car celle d'un de ses grands cercles' sa mesure en 
multipliant la circonférence par la moitié du rayon.) 
ou le quart du diamètre, et celle de la sphère en 
multipliaat la même circonférence par le diamètre. * 

■t^S. Carolkdre. deuxième, ta surface de la 
spièreest égale à h surface convexe du cylindre. Flf _ ltt 
qui lui est circonscrit. 

Car la hauteur du cylindre est égale au 

diamètre de la sphère ; la circonférence de la base 
du cylindre est la même que celle d'un grand cer- 
cl« de la sphère $ donc les deux surfaces s'estiment 
par tes. mômes facteurs ; donc elles sont égales. 

1Q7. Corollaire troisième. La surface de la 
sphère est à celle du cylindre circonscrit , eu y 
comprenant les. bases , comme a : 3. , 

Car la surface de la sphère égale quatre fois celte 
d'un grand cercle ; mais la surface convexe du cy- 
lindre circonscrit égale aussi quatre fois celle d'un 
grand cercle ; donc si on y. ajoute les deux bases 
qui valent deux grands cercles . ta surface totale du 

m 
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cylindre sera égale à six grandi cercles: les deu< 
surfaces de la sphère et du cylindre, seront donc 
entr'elles :: 4 : 6 , ou : : a : 3. 

298, Corollaire quatrième. La surface d'una ' 
zone sphérique quelconque est égale à la hauteur 
d#cetre sone multipliée par la circonférence d'un 
grand cercle. 

Fig. u!. • Car chaque ïone sphérique est la limite <le la 
zone polygonale qui lui est inscrite et circonscrite; 
donc ce que nous avons dit de la tranche MBYCO 
est également vrai de toutes les autres, 

299. Définition. Si on divise la circonférence 
d'un grand cercle de la sphère a bc dfea un cer- 
tain nombre de parties égales , et si par les point» 

Fie. d e division a , b , c ,-et par l'aMe ce grand cer- 
cle , c'est-à-dire , par le diamètre qui lui est per- 
pendiculaire , on fait passer des plans , la surfaca 
de la sphère sera divisée en un certain nombre de 
* parties qu'on nomme fuseaux ; et les surfaces de 
ces fuseaux seront entr'elles comme les arcs du 
grand cercle compris entre les plans qui les for- 
ment. Chaque'fuseau en particulier sera -Jonc égal 
au produit du diamètre de la sphère par l'arc du 
grand cercle compris entre les plans. 

Car on a la proportionnalité , le premier fnseau : 
ah :: le 2 e : bc : : lé 3 e : cd:: le 4' : df......*. ; donc 

la somme de tous est à la circonférence entière du 
grand cercle : : le premier est à ajb ; mais la somme 
fie tous égale la surface de la sphère = ^Sx 
cir. d'un grand cercle ; donc la surface d'un seul 
égalera le produit de j£ B X arc. a b. . , 

Les deux extrémités j4B de l'axe du grand cer- 
cle a b cd, sont appelés les pôles du grand cercle , 
et il est visible que les deux poleesont également 
éloignés de tous les points de la circonférence \ car 
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jfG étant perpendiculaire bu plan acg, l'est à tou- 
tes les lignes qu'on peut mener dans ce plan au 
point c {i5-f) ; donc tous les arcs j£ a A b..., me- 
surent des angles droits, et sont par conséquent 
égaux; d'où il suit que si deux grands cercles 
JtaBm, ai ce- se coupent à angles droits , cha- 
cun passera par les pôles de l'autre; donc tous les 
arcs A a , Ab , Ac perpendiculaires sur un autre 
-arc abcd, vont tous se réunir au pôle da ce der- 
nier, et réciproquement un arc abc d.... qui coupe 

è go 1 * de distance plusieurs arcs Aa } A b...... les 

coupe perpendiculairement , puisque tous ces cei'- 
cles passent par ses pôles. 

L'angle que font entr'eux les deux plans qui for- 
ment le fuseau A a BbA sera mesuré par l'arc de 
grand cercle ab compris entre ces plans, et pris, 
sur le cercle perpendiculaire à l'axe à la distance 
de go J des points d'intersection des deux demi-cer- 
cles qui Forment le fuseau j car l'angle que font en- 
tr'efix les deux plans est égal à celui que font en- 
tr'elles deux lignes menées perpendiculairement 
su même point de la commune section des deux 
plans. Or , la commune section est l'axe AB ,■ et 
les rayons c a menés du centre à la circonférence à 
oo d de distance du sommet de l'axe sont perpendi- . 
culaires à cet axe ; donc l'angle qu'ils font entr'eux. 
mesure l'inclinaison des deux plans. .* , ï-, «\ 

Si vous coupez un fuseau de la sphène^B'Bei/.nj, u., 
par un plan B CM, dont la direction passe par le, 
centre de la sphère , ce plan tracera sur la surface 
de la sphère un arc du grand cercle , et la partie de i 
la surface interceptée entre cet arc B C, et les. 
deux segmensdes fuseaux AB', AC, sera nu tdan-.. 
gle sphérique; et puisque les trois plans, .passent, 
parle centre , ils y formeront un angle solide formé 
par la réunion des trois angles plans A OC , B'QC, , 
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jîO 'B'. Chacun de ces angles étant au centre de la. 
sphère , sera mesuré par le côté correspondant du 
triangle sphérique _dBC formé sur la surface de la 
jplière. 

Les angles BAC, ABC, B CA du trian- 
gle sphérique. sont les mômes que ceux que (ont 
entr'euxles plans qui forment les fuseaux BB'AC , 
MCBAS, CBN A ; car les deux arcs ^C, 
AB', ont au point de rencontre A , la même, di- 
rection que leurs tangentes ^ b, Ac. Or, les deux 
tangentes A-b, Ac sont chacune dans le plan, de 
léur arc, et perpendiculaires au rayon OA, com- 
mun aux deux grands cercles B' A , CA donc 
l'angle bAc sera le même que celui que font 
entr'eux les deux plans, qui forment le fuseau 
B'ACBB ' .... Il sera donc mesuré par l'arc de 
grand cercle compris entre lès plans à la distance 
de ga a du sommet de l'angle. 
- On peut former.surla surface de la sphère dei 
polygones sphériques 'd'autant de côtés .que Pon 
voudra, en joignant: sur la surface plusieurs arcs 
de grand cercle , dont les plans vont tous se réunir 
au centre de: la sphère. 

30O. Théorème. Etant donné le triangle sphé- 
rique ^B.C, si on prolonge les côtés A B, -4C, 
B C jusqu'à oo* de part et d'autre des points A , 
B C, de manière que les six arcs ACB, ABC; 
t'". BAK ,BCI , CA L et CBM soient des quarts 
de cercle , et que par les extrémités de ces arcs , 
on tire les arcs FE, ED , DF,ces trois derniers 
formeront le triangle DFE, dont les trois angles 
seront les pôles des côtés du premier triangle , et 
réciproquement les angles du premier seront les 
pôles du côté du second. 

Car, 1°. puisque les arcs ACB , ABC sont 
des quarts de cercle , le point A .est è g» 4 de dïs- 
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tance de tous les points de l'are EF- On en dira 
autant des points B et C, par rapport aux arcs 
FD ,DE; donc les angles 4 , S , C sont les po T 
les des arcs FE , FD , DE; a°. le pojn.t E ap- 
partenant à l'arc FE , est éloigné de go' 1 du pnijit 
A : le même point E appartenant à l'arc D E est 
éloigné de go J du point C; donc il est lepoledu côté 
jt C. Le point E est pareillement le pôle de l'arc 
B'ji , et le point D, celui de l'arc BC. 

301. Théorème. Les tbiésFE 1 FD,PE du. trian- 
gle JXIE, sont les suppfémens des angles A^B\Ç~. 

Car l'on a .fG = g.o J , EZT=r: go a ; donc F G 
+ ES, ou FE + GH= i8o<; or GH«t> 
mesuré de l'angle ^ ; donc , etc. 

Le triangle DEF est appelé pour cette raison 
triangle supplémentaire, et les deux triangles DEF, 
B C , sont appelés triangles polaires. 
301. Théorème. Dans tout triangle sphérique 
jfljïC un coté quelconque est plus petit qu«' la '■• ' 
somme des deux autres. - ..: 

Car lest rois côtés j4,B' , AC,B'Ç, mesurent cha- 
cun, un des trois angles plans qui forment l'angle Fie m. 
solide O; or chacun des trois angles plans , quj" corn-' 
posent l'angle solide, est moindre^que la somme des 
deur autres; donc uh côté quelconque du triangle 
j4 B C est moindre que la somme des deux autres.' 

'3©3. Théorème. La somme des trois côtés qui' 
fWfWrtit un triangle spnériqn,e, est moindre q^e^o*.' 

Car la somme des trois côtés qui forment un trian- 
gle sphérique , est la même que celle des rroiff sjw 
gl«s plans, qui forment au centre .l'angle solide a 
or tout angle solide est moindre que' Mo* (170} f 
donc, etc. - 



qui. forment un polygone spi.érique, est toujours, 



3°4- 




sommée de tô*s>s côt^s 
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moindre que 36V; car quelle que soit le nombredes 
angles plans qui forment un angle solide , leur 

305. Théorème. Dans tout triangle spbérique, la 
somme des trois angles est moindre que six angles 
droits, ou 54o 4 . 

Caria somme des trois angles sphériques est la 
même que celle dés trois angles qui font entr' eux, 
par leur inclinaison mutuelle , les trois plans qui se 
réunissent au centre -, or un plan qui en rencontre 
un autre', ne peut pas faire avec lui un angle dé 
r8o J ; car les deus ne feroient qu'un seul et même 
plan prolongé ; donc la somme des angles d'inclinai- 
son ne peut pas être six angles droits ; donc , etc. ' 

306. Théorème. La somme des trois angles d'un 
triangle sphériquti AB C, est toujours plus grande 
que deux angles droits ou i8o d . 

es. Car chaque angle du triangle u4 , avec le c6té • 
correspondant FE } du triangle supplémentaire, 
Taut i8o J ; donc la somme des trois angles BC, 
ajoutée à celle des trois côtés FE,FD,D E — six 
angles droits £3oi); or, celle des trois côtés FE, 
FI), DE , est < quatre angles droits ; donc celle 
des trois angles sf s B, C sera plus grande que deux 
angiesdroits, ou i8o a . 

' 507. Scholie. Les deux limites de la sommflfdes 
trois angles d'un triangle sphërique , sont six angles 
droits et deux anales droits ; d'où il suit que deux 
angles d'un triangle sphérique étant connus., on ne 
peut en conclure le troisième comme dans la trigo- 
nométrie rectiligne. ,- ..r, : . 

308 -Théorème. Sideuxgrands cercles .^5 '532, 
j4 CB N, qui se coupent aux points A , B , sont 
coupés par un troisième grand cercle KCMN, la 
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«omme des triangles..opposés B B'C,BN M, sera 
égale au fuseau ^fl B.C. **•'«'• 

Car le triangle sphérique AB'C, est égal au # 
triangle sphérique NBM. En effet, -ÂB + B B — 
B'B + BM; puisque l'un et l'autre égale une 
demi - circonférence de grand cercle ; donc A B' 
— BM;AC + CB = CB 4- BN; donc A C 
= VN,B'C + CM = CM + MN;A<mcB'C 
= MN. Il est encore évident que l'angle BA C 
= MBN; donc les deux triangles sphériques 
BAC,MBN ont les trois c6tés égaux et sem- 
blaUement disposés; donc il 'sont égaux. 

309. Théorème. La surface d'un triangle sphé- 
rique quelconque a pour mesure le produit de 
l'aire de la sphère , multiplié par la somme des 
trois arcs de grand cercle qui mesurent ses angles, 
moins la demï-circonférence. Fig 141 

Car ,. soit AB'C le triangle sphérique proposé, 
.prolongez ses côtés jusqu'à ce qu'ils se rencon- 
trent de nouveau en B, N,M , dans l'hémisphère 
opposé, Il est visible que la surface de la moitié . 
de la sphère , sera représentée par les fuseaux 
AB'BCA + 8 CMS A + CBN M— uAB'C; 
donc sAB'C—la surface des trois fuseaux, moins 
celle de la demi - sphère ; maïs la surface de cha- 
que Fuseau =: l'axe multiplié par l'arc qui me- 
sure l'angle, et celle de la demi-sphère = l'axe 
par la moitié d'un grand cercle; donc si l'on re- 
présente par A , B ,C les trois arcs qui mesurent 

les trois angles spneriques, par— la demi - cir- 
conférence et par R le rayon -, 00 aura AB C = 
R(A+£ + C-£). : 
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3 1 0.Schblie.On prend ordinairement le rayonde 
la sphère pour l'unité, et l'angle droit pour le terme 
de 'comparaison dans les arcs ou les angles; pour 
lors la surface de la sphère est représentée par 
deux circonférences ou huit angles droits. Cette 
comparaison d'une surface à un angle , ne pré- 
sente aucune difficulté , si l'on considère que la 
surface doit être divisée par le quarté du rayon 
pris pour unité, et que l'angle est l'arc compris en- 



deviennent aussi des nombres abstraits, et par 
conséquent comparables. On dira donc que la sur- 
face d'un triangle sphérique est égale à l'excès 
de la Somnie de ses trois angles sur deux angles 
droits , ou A B'C = J/ + B + C — 2 , l'angle 
droit étant pris pour unité,- et par conséquent 
la surface delà sphère étant représentée par huit. 

Ainsi autant il y aura d'unités dans la mesure 
précédente, autant le triangle sphérique. contien- 
dra de huitièmes parties de la sphère , qui sont ici 
l'unité de snrface. 

Supposons que le triangle sphérique proposé ait 
tes trois angles droits , sa sùrface sera 5 — 3 = 1, 
ou égale à la huitième partie de la sphère , ce 
qui est évident. On nomme cette surface triangle- 
rrirectanglê , parce qu'elle est la base d'une pyra- 
mide sph érique formée par trois plaïts qui se cou- 
pfent au centre à un angle droit. 

3*1. Théorème. La surface d'un polygone sphé- 
rique qui n"a point d'angles rentrans, est égale à 
l'excès de !a sffiiroe de ses angles intérieurs, sur 
autant de fois deux angle» droits, que le polygone 
dè .côtés moins deux. 

De l'angle jÎ soient tnenées à tous les autres 
angles les diagonales ^fD,^tC... le polygone 
j4BCDE, sera partagé en autant de triangles 




la surface et l'arc 
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«priériques , qu'il y a de côtés moins deux; mais 
Ja. surface de chaque triangle est égale à la somme 
de ses angles, moins deux angles droits; et il est 
visible que la somme de tous les angles des trian- 
gles, est égale à la somme des triangles intérieurs 
du polygone ; donc la surface du polygone sera 
égale à Ta somme de ses angles , moins autant de 
Fois deox angles droits , qu'il y a de côtés dans ]*■ 
polygone moins deux. 

ARTICLE M, 

De la mesure des solides. 

312. La solidité d'un corp*est la partie de l'es-' 
pace comprise entre les faces qui le terminent. 

Mesurer un solide, c'est le comparer à un autre 
solide d'une capacité connue, pour savoir com- 
bien de fois il le contient. La mesure des solidités, 
comme celle des surfaces , suppose leur campa' 

313. Tliéoréme. Deux prismes sont égaux, 
lorsqu'ils ont un angle solide compris entre trois 
plans égaux chacun à chacun , et semblablement 

P Soit la base ^BCDE = ûbcde, le plan 
^tBGF=abgf , et BCHG = bckg, Je dis 
que le prisme jtÊCl=abci. 

Soit posée la'base jIBCDE sarabode: elles 
coïncideront, puisqu'elles sont égales; mais les trois 
angles plans qui forment l'angle solide B , sont 
égaux aux trois angles plans qui forment l'angle 
solide b chacun à chacun , et ils sont semblable- 
ment placés par la supposition ; donc l'arête bg 
tombera sur son égale BG; mais tfFssBG-, et 
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af=bg, et de plifs ba—B A ; donc aftom- 
bera sur A F , et ch sur CH; donc la position de 
la busegki/if sera déterminée par celle des trois 
points F, G , H ; donc les deux bases supérieu- 
res coïncideront comme les inférieures, et les deux 
joli des seront confondus en un seul. 

314. Scholie premier. Un prisme est déterminé, 
lorsqu'on connoît sa base , la longueur, et la posi- 
tion d'une de ses arêtes ; car les autres arêtes doi- 
vent lui Être égales et parallèles ; donc la position 
de la base sera déterminée. 

Scholie deuxième. On démontre par le prin- 
cipe de la superposition l'égalité de deux prismes 
qui ont un angle solide égal compris entre trois 
.plans'égaux et seroHablement disposés. Mais si les 
plans qui forment l'angle solide étoient disposés en 
sens inverse, les deux so'ides n'en seroient pas 
moins égaux , pourvu que les parties constituantes 
de l'un ; savoir , les angles . les côtés , et î'inclinai- 
sondesplan3, fussent égales auxparties homologues 
de l'autre. 

On nomme de pareils solides symétriques , et il 
est visible que deux polyèdres symétriques sont 
égaux , quoiqu'ils ne puissent être superposés j car 
il n'y a d'autre différence dans les deux solides que 
celle de la position des parties. ( V oye{ la Géom. 
de Legendre , lii>. 6. ) 

315. Théorème. Deux rhomboïdes rectangles 
de même base et de même hauteur sont égaux en 
solidité- 
Car ai la base est égale dans les deux solides , et 

' la hauteur la même , les faces latérales seront aussi 
égales, et ii y en aura le même nombre ; donc les 
deux rhomboïdes auront un angle solide égal com- 
pris entre trots plans égaux chacun à chacun (3l 4) ; 
donc ils seront égaux en solidité. ' ' 

S16. 
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^l6. Théorème. Deui rhomboïdes rectangles 
AG, AL qui ont une même base A BCD, ■ 
ou des bases égales, sont entr'eux comme leurs 
hauteurs AE, AI, F'ï- 

Supposons premièrement que les hauteurs sont 
commensurables entr'elles, et qu'elles sont dan) 

le rapport de M: N , par exemple de m ; 8 

Si nous partageons la hauteur A E en i q parties 
égales, et que par les points de division, nous 
fassions passer des plans parallèles à la base , nous 
diviserons le rhomboïde en douze tranches éga- 
les en solidité , puisqu'elles auront raÊme base 
et même hauteur. Or, le solide G contiendra 
les douze tranches, et le solide siL en contien- 
dra 8; donc les deux rhomboïdes seront entr'eux 
comme les hauteurs. 2°. Supposons que le rapport 
de ^E :^dl soit incommensurable. Soit prise 
d'abord une partie commensurable AM, menons 
Je plan MN parallèle aux bases, nous aurons la 
proportion sol. AH: sol. ^ N :: ^4 E : stM. 
Portons le reste I M sur A J, autant de fois qu'il 
y est contenu. La partie commensurable sera AR 
avec un reste RI < IM ; on aura donc la pro- 
portion sol. AH: sol.sfR :: AE :^4R. Mais 
les anté.cédens de la seconde proportion sont les 
mêmes que ceux de la première ; donc le rapport 
des parties commensurables reste toujours le même, 
îl sera donc celui de leur limite; mais cette limite 
est AI ; car c'est le terme dont on approche con- 
tinuellement en prenant toujours pour unité de me- 
sure la partie restante de ^41 ; donc on aura 
solAB: sal.AL AE-.^I. 

317. Théorème, Deux rhomboïdes rectangles 
S Q , A Kde même hauteur A E , sont entr'eux 
comme leurs bases B OPC, AMNO. 

GÉOMÉTRIE. I 



Digit'ized by Google 



)3o LE.ÇONS k L É0 ENTAIRKS 
îS Soit pris un troisième-rhomboïde A Q de même 
' hauteur j4 E , que les deux qu'on . veut comparer 
entr'eux , ayant une face latérale OP QL de com- 
mune avec le rhomboïde B Q , et une autre face 
latérale ^Oi-Ede commune avec le rhomboïde 
^K. Cela posé, 

Les deux rhomboïdes B Q , Q ayant même 
base , sont entr'eux comme leur troisième dimen- 
sion (3i6) ; il en sera de même des rhomboïdes 
^4 Q , A K : on aura donc les deux proportions : 
solBQ-.sol^Q :: OB : OA 
to\.4Q:«A.JCK :: OP-.AM. 
Multipliant ces deux proportions par ordre, oa 

sol. BQisalAK-.OBxOP-.OAxAM. 
Mais OB xOP représente !a base du premier 
rhomboïde , et OA X A M représente la base du 
second; donc les deux rhomboïdes rectangles de 
même hauteur, sont entr'eux comme leurs bases. 

318. Scholic. On peut prendre pour base des 
rhomboïdes rectangles, telle face du solide qu'on 
voudra ; ainsi les théorèmes déjà démontrés se ré- 
duisent aux propositions suivantes , 

i°. Deux rhomboïdes rectangles, qui ont les trois 
dimensions égales , sont égaux en solidité. 

2°. Deux rhomboïdes rectangles, qui ont deux 
dimensions égales , sont entr'eux comme leur di- 
mension inégale. 

3°. Deux rhomboïdes rectangle; , qui ont une di- 
mension égale, sont entr'eux conlme le produit 
des deux dimensions inégales. 

310. Théorème. Deux rhomboïdes rectangles 
dont les trois dimensions sont inégales, sont en- 
tr'eux comme le produit de leurs troÎ3 dimensions. 
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Soient les deux solides AG , RL dont les trois Fi(. ia(, 
dimensions sont inégales , la figure étant construite 
comme dans. le théorème précédent, donnons au 
solide ^Xune base IL égale à celle du rhom- 
boïde RL: on aura donc les trois proportions i 
so\. BQ :sq\. A Qi.OB-.AO 

Ho\.AQ:so\.AK ;: : AM 

sol. ^it: sol. R L ET. 
Si on multiplie par ordre les trois proportions, on 

- ■«&*<)! m). AL X OBxâDxâE-.AOxâMxET. 
_ 310 Sckolie. Si on suppose que îe solide RL 

cube; et si on prend les dimensions de ce cube 

Pour les unités linéaires, le cube lui-même sera 
unité de comparaison pour les solides , et l'on aura 

,oI. JS = »b. SL^-f^), do«o 

la solidité d'un rhomboïde rectangle est égale au 
eu e pns pour un te e mes ™y^£ e a ™™ 1 de 
fois que le nombre abstrait — — - con- 
tient d'unités. On sousentend ordinairementdans la 
produit le facteur cube , et l'on donne au nombre 
abstrait le nom d'unités Cubes, ce qui revient an 
même dans la pratique. Telle est la manière d'es- 
timer la solidité d'un rhomboïde rectangle droit , 
c'est-à-dire, dont les arêtes sont perpendiculaires 
sur ia base. 

321. (h) Théorème. La solidité d'un prisme 
droit dont la base n'est pas un rectangle , est égale 
au produit de sa base par sa hauteur. 

Car quelle que soit la base rhombe, triangulaire ^ Fl *- »■* 
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polygonale, etc. on pourra concevoir le prisme 
partagé en un grand nombre de tranches, ayant 
toutes même hauteur et même épaisseur^ a. Cha- 
que tranche pourra être partagée en autant de pris- 
mes rectangulaires qu'on pourra concevoir de pe- 
tits rectangles dans sa base A abB. Soit donc la 
base un polygone quelconque, par exemple, un 
triangle ^/_B G' partagé en autant de trapèzes jicdB, 
qu'on suppose Je tranches dans le solide. Inscri- 
vons et circonscrivons à chaque trapèze un rectan- 
gle cdnm, jiabB , chaque rectangle circons- 
crit est plus grand que le trapèze correspondant , 
et chaque rectangle inscrit est plus petit. Nous 
nommerons les premiers rectangles excédans , et 
les seconds, rectangles déficiens. La somme des 
tranches ayant pour base les rectangles excédans , 
formera un prisme excédant , et la somme de celles 
ayant pour base les rectangles déficiens, formera 
un prisme déficient. 

Il est visible que la solidité du prisme excédant 
est égale à la somme des rectangles excédans , for- 
mant la base ^4B C multipliés par la hauteur , et 
celle des prismes déficiens est égale à !a somme des 
rectangles déficiens de la base par la même hau- 
teur; mais la surface des rectangles excédans sur- 
passe celle des rectangles déficiens de tout le rec- 
tangle BA a b (588) ; donc le prisme excédant sur- 
passe le prisme déficient de toute la tranche qui a 
pour h&seabBA- Plus la hauteur des rectangles , 
ou épaisseur des tranches^ a diminuera, plus la 
différence .entre les prismes excédans et di'lic.eu-, 
deviendra petite. Or , cette épaisseur peut devenir 
moindre que toute quantité assignable ; donc la dif- 
férence des prismes excédans aux prismes défi- 
ciens peut être zéro , et pour lors la solidité du 
prisme excédant sera égale à celle du prisme défi- 



Digitized by Google 



DE M A T H É M AT I Q D E S. l53 
cient; mais à la limite les basas du pri.-me excédant 
et déficient sont égales au triangle ^/B C, et les 
deux prismes sont égaux au prisme triangulaire; 
ou , ce qui est ia même chose , le dernier rapport 
entre les trois solides est un rapport d'égalité; donc 
la solidité du prisme proposé est égale au produit 
de sa fcase par sa hauteur. 

3 11. Théorème. La solidité d'un prisme oblique 
est égale à celle d'un prisme droit 9 de même base 

Soient ces deux prismes, l'un droit .AB , et l'an- Fi s- ' J ?> 
tre oblique MP , dont les bases sont un polygone 
quelconque MP QR , et dont le profil est repré- 
senté par la figure (e). Supposons qu'ils soient cou- 
pés par des plans parallèles en un égal nombre de 
tranches ayant même épaisseur ab ; en tirant des 
plans perpendiculaires par les profils CM, ha, gf,dp, 
on formera des tranches excédantes fpMcg, et 
des tranches déficientes fpabg, et if est visible- 
que la tranche dont CMp aï est la base est égale à 
la tranche correspondante du prisme droit BCDF; 
donc chaque tranche excédante surpasse la tranche 
correspondante du prisme droit , d'un petit prisme 
dont pfgdest la base; et chaque tranche défi- 
ciente est plus petite que la tranche correspondante 
du prisme , de la même quantité ; donc la somme 
des tranches excédantes , ou le prisme excédant 
égale le prisme droit AB, plus une partie de la 
tranche inférieure dont MPQR est ta base, et 
CM\a hauteur , et le prisme déficient égale la 
prisme droit, moins la même partie de la tranche. 

Plus la hauteur des tranches diminuera , plus la 
différence des prismes excedans et déficiens au ' 
prisme droit deviendra petite ; mais on peut conce- 
voir la hauteur de la tranche plus petite que toute- 
grandeur assignable; donc à la limite la différeDCt» 
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des prismes sera zéro, c'est-à-dire, que les prismes 
excédans, déficiens et droits seront égaux ; maïs 
à cette même limite , les deux prismes excédans et 
déficiens sont égaux au prisme oblique; donc le 
prisme oblique est égal au prisme droit de même 
base et de même hauteur. 

323. Corollaire. Quelle que soit la base d'un 
prisme , quelle que soit sa hauteur, qu'il soit per- 
pendiculaire ou oblique sur sa baie, la solidité s'es- 
timera d.ins tous les cas par le produit de ses trois 
dimensions. 

324. Théorème. La solidité dn cylindre est égale 
au produit de sa base par sa hauteur. 

Car la solidité d'un prisme polygonal inscrit au 
cylindre est égale au produit de la base parla Hau- 
teur. Plus le polygone de la base aura de cô- 
tés, plus il approchera du cercle , et plus le prisme 
approchera du cylindre , sans jamais se confondre 
avec lui ; mais il peut n'en différer que d'une 
quantité moindre que toute grandeur donnée 
(278 et 119). Le cylindre est donc la limite des 
prismes qu'on peut lui inscrire et circonscrire. Mais 
à la limiLe le polygone de la base devient cercle ; 
donc pour avoir l'expression de la limite des soli- 
des des prisiSes inscrits et circonscrits , il faut subs- 
tituer le cercle au polygone de la base; donc, etc. 

325. Lemme. Si une pyramide MABCDBG 
est coupée par un plan abcdeg parallèle à la 
basa , 

i". Les côtés MA , MB ,MC... et !a hauteur 
MO seront coupées proportionnellement en 
. a , b , c. 

1°. La section a b ce/r sera un polygone sembla- 
ble à la base ABCDEG. 

1°, Si l'on conçoit un plan quelconque , passant 
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par le sommet M , parallèle à la base de la pyra- 
mide , les côtés de la pyramide M A , MB, et la 
hauteur MO seront des lignes droites comprises 
entre deux plans parallèles , et coupées par un troi- 
sième plan parallèle ; donc elles seront coupées en 
parties proportionnelles (260). 

a°. Les côtés jiB , ab.... BC,bc sont paral- 
lèles ; car ils sont deux à deux sur le même plan 
^4 MB , BMC, s'ils n'étoient pas parallèles pro- 
longés , ils se rencontreroient ; donc les plans 
ABCD....abcd ne seroient pas parallèles, ce 
((m est contre la supposition ; donc l'angle A B C 
-— abc (lo3) (i). On démontrera de la même ma- 
nière l'égalité des angles C, c... D , d.... E , e. De 
plus les triangles semblables MAB , Mab, MBC, 
Mbc... donnent les proportions , 

AB: ab:':MB :MÔ 

MB : Mb :.BC: b C. 
~Doncj4B:ab ; : BC: bc H en est de même des au- 
tres côtés ; donc les deux poNgones ont les angle* 
^gaux et les côtés homologues proportionnels j donc 
ils sont semblables. 

^16. Théorème Si deux pyramides S^4BC, 
SA'B'C qui ont même hauteur, sont coupées 
par un même plan parallèle à leurs bases , les deux 



(.) Pour conclure légalité des anp;tps ABC, a bc du pa- 
ra i'ùlism e lies côiés AB, ab , BC, bc, il est nécessaire. 

Sicile de nonce-voirie polygone ab c d/inscrit dans te poly- 
gone ABCDF;\es côtés homologues rcslanl parnlLv^s, 
i-n abaissant des perpendiculaires des poinis a,b, c... sur la 
baie de la pyramide, joif^iant ensuite les erlrémilès de ces 
prrpnndicïtlaiTfis inr dire lign-s rjroitte ; es li-ons siTunù 
lus cutis 1 11 polj-jor-.c inçcri! piirjll.jlu à ABC O..,. cl ègçJi 

14 
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Fis- 141. sections abc,a'b'c', faites dans les deux pyramides, 
sont entr'elles comme les bases des pyramides. 

La section abc est un polygone semblable à la 
base AB C (lemme); donc les deux sur Faces sont 
entr'elles comme les quarrés des côtés homologues, 
onadoncla proportionoi c : ABC:: ab : AB > 
maisab': .AB ::~Tâ* : SÂ' ; doncabo : ABC 
:: «\- JÂ". 

La section a'b't est encore un polygone sembla- 
ble à la base A'B'C; donc on a ab'c ; A'B'C :: 
7d'\ SÂ 1 '; mais à cause des triangles semblables 
taol, S A A', onuT^'-SÂ' :;~^â~*: SÂ~\ 
d'où on conclut abc: a' b'c' :: A B C: A' B' C. 

3 27. Théorème. Deux pyramides quelconques 
de même hauteur , sont entr'elles comme leurs 
bases. 

rte-i*», Car soient les deux pyramides SABCDE, 
S ABC, dont les hauteurs S F, Sf soient égales, 
supposons les deux pyramides partagées en un égal 
nombre de tranches de même hauteur ou épais- 
seur, par des plans parallèles à la base. Considé- 
rons dans chaque tranche deux prismes, l'un excé- 
dant ABCLG /ou a bel g , ayant pour basé 
la base inférieure de la tranche , et l'autre défi- 
cient AFHMND, ou afhmnd, ayant pour 
base la base supérieure de la tranche. Cela posé, 

Chaque prisme excédant ou déficient d'une pyra- 
mide est à son correspondant de même nom dans 
l'autre pyramide, comme la base delà première 
pyramide est à la base de la seconde; donc la somme 
ries prismes excédans oudéficiens dans l'une, est à la 
»orame des prismes de même nom dans l'autre, 
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comme la base de la première est à la base de la 
seconde. 

La différence entre la somme des prismes excé- 
dans et celle des prismes déficiens, sera égale au 
prisme excédant, ayant pour base la base de la pyra- 
mide, et pour hauteur la hauteur de la trai:che (i); 
donc plus on augmentera le nombre des tranches , 
plus cette différence deviendra petite ; or le nom- 
bre des tranches peut augmenter au - delà de tout 
nombre assignable, en diminuant dans le même rap- 
port l'épaisseur des tranches ; donc la différence 
entre la somme des prismes excédans et déficiens 
peut êtremoindre que toute grandeurdonnée ; c'est- 
i- dire qu'à la limite, les deux sommes sont égales 
enlr'elles , et à la solidité de la pyramide , qui est 
toujours entre les deux. Maisla propriété démontrée 
a lieu, quelque petite que soit l'épaisseur des tran- 
ches ; donc elle aura encore lieu à la limite, donc 
les pyramides de même hauteursont entr'elies com- 
me leurs bases. 

Jl8. Scholie. Si l'on connoît la solidité d'une 
pyramide , on connoîtra celle de toutes les pyrami- 
des de même hauteur. 

On peut concevoir un cube comme formé par la 
réunion de six pyramides égales, qui toutes ont 
leur sommet au centre du cube , et qui ont chacune 
pour base une de ses faces. La hautenr de ces pyra- 
mides sera donc égale à la moitié de la hauteur du 



(i) Il est aisé de voir que la différence de la somme des 
prismes excédons et rUisi-jcnj] e:;t (igaLe au prisme ex-ré-dnnt , 
ayant pour base A B C... en remarquant que lî sec.nd p;isme. 
a eicédant est égal nu premier déficient , le troisième excé- 
dant an deuxième déficient, et GÏnsi des autres, et que lp 
dernier déficient est teto. 
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cube : la solidité de chacune sera la sixième partie 
de celle du cube. Or celle du cube peut être expri- 
mée par le produit de la basej multiplié par la hau- 
teur ; donc celle de la pyramide sera égale au pro- 
duit de sa base, par le sixième de la hauteur du cube, 
ou le tiers de sa hauteur. 

319- (i) Théorème. La solidité d'une pyramide 
droite , est égale au produit de sa. base multipliée 
par le tiers de sa hauteur. 

Car on peut toujours imaginer un cube d'une hau- 
teur double de celle de la pyramide qu'on veut 
évaluer. Une pyramide qui auroit pour base une 
des faces du cube , et pour hauteur la moitié de 
celle du cube, seroït égale au produit de sa basei 
par le tiers de la hauteur ; et son expression seroit 
] H. B , en appellant H la hauteur et B la base , 
et la solidité de la pyramide qu'on veut évaluer 
sera à celle-ci, comme la base de la première est 
à la base de la seconde 3 donc si b représente la 
base de la première , on aura la proportion sol. 
p : } H.B Y, b: B , et par conséquent sol, p = 
f H.B. C'est-à-dire que la solidité d'une pyramide 
quelconque droite , est égale au produit de la base 
par un tiers de sa hauteur, 
s. 3 30- Théorème. Une pyramide droite et une 
pyramide oblique de même base et de même hau- 
teur, sont égales en solidité. 

Car si l'on coupe les deux pyramides par des plans 
parallèles aux bases , et si l'on forme dans chaque 
pyramide une tranche excédante, BGCZi,B'CX' G', 
at une tranche déficiente DFHM, D'F'H'M, 
on verra que chaque tranche excédante de !a pyra- 
mide droite, est égale a la tranche correspondante 
de la pyramide oblique, puisqu'elles ont mêmes * 
bases et' mêmes hauteurs. Mais à la limite les deux 
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tranches ex cédantes et pyramidales sont égales dans 
chaque pyramide; donc à la limite, chaque tran- 
che de la pyramide oblique, est égale à la tranche 
correspondante de la pyramide droite; d'ailleurs 
Je nombre des tranches est le même dans les 
deux pyramides, puisqu'elles ont même hauteurj 
donc etc. 

331. Théorème. La solidité du cône est égale au 
produit de sa base par le tiers de sa hauteur ; 

Car le cône est la limite des pyramides qu'on peut 

dïté du cône , il faut dans l'expression de celle de B " *" 
la pyramide , substituer la hase circulaire à îa base 
polygonale ; donc la solidité du cône est égale au 
produit de sa base par le tiers de sa hauteur. 

332. (k). Théorème, La solidité d'un tronc de 
pyramide coupée par un plan paralfèle à la base, 
est égale à îa somme de trois pyramides qui au- 

etdont les bases seraient la base inférieuredu tronc, 
la base supérieure et une moyenne proportion- 
nelle entre ces deux bases. 

Quelque soit le polygone delà base de la pyra- F , t 
mide jiB CD E , on peut toujours le réduire en 
un triangle qui lui est égal en surface (a^s); donc 
quelle que soit la pyramide , on pourra la réduire 
en UDe pyramide triangulaire S ^4 B C de même Fig> 
hauteur,etqui!uisera égale en solidité. Si on coupe 
les deux pyramides par un plan parallèle aux bases, 
les sections seront entr'elles comme les bases (3a5) , 
et par conséquent égales entr'elles. De -là il suit 
que les deux pyranùdesS abcde,Sabc, sont égales 
er» solidité ; et puisque les pyramides entières sont 
égales en solidité, les troncs _d B CDE a bede, 
Â-BÇabc sont aussi égaux , et par conséquent 
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ji suffira de démontrer la proposition énoncée pour 
le seul cas du tronc de pyramide triangulaire. 

as. Soit donc FGHfgh un tronc de pyramide trian- 
gulaire à bosesparallèles, par les trois points FgH; 
conduisez le plan FgH , qui retranchera dix tronc 
la pyramide triangulaire gl'GH, cette pyramide 
a pour base la base inférieure FGH du tronc , 
et pour hauteur , ta hauteur môme du tronc , puis- 
que le sommet g est dans le plan de la base supé- 

Après avoir retranché cette pyramide, il restera 
la pyramide quadrangulaïre dont le sommet est g , 
et dont la base est le trapèze fh H F. Parles trois 
points ghF, conduisez unplanquiretranchera de la 
pyramide quadrangulaïre , la pyramide triangulaire 
ghfF; cette pyramide a pour base la base supé- 
rieure du tronc fgh , et pour hauteur la hauteur 
même du tronc , puisque le sommet F est dans le 
plan de la base inférieure. 

Mais on peut prendre aussi pour base de cette 
pyramide le triangle fhF, et pour sommet le point 
g, et pour lors la partie restante du tronc g h FH, 
sera une troisième pyramide , ayant son sommet au 
point g, et pour base le triangle hFH. Ces deux 
pyramides ayant même hauteur, sont entr' elles 
comme leurs bases; or les deux bases sont deux 
triangles ayant même hauteur , puisqu'ils sont for- 
més dans le môme trapèze par la diagonale- Fh ; 
donc la troisième pyramide estàla seconde :: FH: 
fh ; par le même raisonnement on prouvera que la 
troisième est à la première :: fh:FH, Appe- 
lons donc la première p , la seconde Q , et la troi- 
sième R, on aura les deux proportions p : R 
FH : fh,el Q : R :: fh : FH; donc multipliant 
ces deux proportions , on a p Q : R' Il l : 1^ donc 
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pQ = J?.... orp = ^ et Q = ~ ; àor, c S 

= ~ y/B.b ; c'est-à-dire que la partie restante 
du tronc, est égale à une pyramide ayant même 
hauteur que le tronc , et pour base une moyenne 
proportionnelle aux bases supérieure et inférieure 
du tronc (0- 

313. Corollaire. Un tronc de cône est e'gal en 
solidité à trois cônes, ayant tous les Irois même 
hauteur que le tronc , et pour base , le premier, la 
base inférieure du tronc ; le second , la base supé- 
rieure , et le troisième , une base moyenne propor- 
tionnelle entre les bases supérieure et inférieure. 

3J4. Théorème. La solidité d'un polyèdre ré- 
gulier est égale au-produit de sa surface par le tiers 
de la perpendiculaire abaissée du centre du polyè- 
dre , au centre d'une des faces de la base. 

Car on peut regarder le polyèdre comme corn- pi 5 . 
poséd'autant de pyramides égales, qui vont se réu- ,3u . 
nir au centre du polyèdre , et dont chacune a pour 
base une des faces du polyèdre , et pour hauteur 
commune, la perpendiculaire abaissée du centre du 



Cil Si l'on eût csmmencé par retrancher du tronc pyra- 
midal la pyramide ayant pour base la base supérieure , et 
ensuite ] a pyramide ayant pour base la base inférieure , la 
troisième pyramide aurnit eu une base et une hauteur dif- 
férentes ; mais la solidité eût été la même, puisqu'elle est 
dans les deux cas égale su reste du tronc après en avoir (lié 
les deux premières pyramides. Il est visible que les deux 
bases sont comme les deui côtés parallèle., du tr,ip-,.,> lie- 
rai du tronc, ou comme un coté F H de la base inférieure 
est à son homologue fh de la base supérieure, etleshau- 
1curs des pyramides , emme gi et GK, hauteurs des ba- 
ses supérieure et inférieure. . • 
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polyèdre au centre de la base {Théorème suivant); 
donc la solidité d'un polyèdre est égale à celle d'une 
seule pyramide , qui auroit pour base une surface 
égale à la somme des surfaces , et pour hauteur la 
perpendiculaire cirée du centre sur la base. Or une 
pareille pyramide seroit égale au produit de sa 
base, parle tiers de sa hauteur; donc , etc. 

335. Théorème. Si du centre de chaque face du 
polyèdre , on élève une perpendiculaire , elles iront 
Fis- <i: S e réunir au centre du polyèdre, et elles seront tou- 
tes égales entr'elles. 

Soit tirée des deuxcentresdes faces«,&,uneligne 
droite , quisera perpendiculaire sur le milieu de l'a- 
rête commune MN ; élevez aux points a, b, deux 
perpendiculaires au plan de la figure, elles seront 
dans un même plan perpendiculaire (261) ; pliez la 
face MNP sur l'arête AfiV, la ligne ai deviendra une 
ligne brisée j les deux perpendiculaires au plan de 
la figure resteront toujours dans le plan perpendi- 
culaire à MN , et se couperont en un point O. 

Supposez quele plan vertical devienne horizontal, 
et réciproquement, les deux perpendiculaires aux 
faces seront représentées par aO, bO , la ligne ab 
par ia ligne brisée acb , l'arête MN par M' N' ; 
or le triangle rectangle c Ob — c Oa , car cb = 

l'anglec, donc bO = aO. Elevons une autre perpen- 
diculaire au centre de RM S, et plions la figure 
sur MR , on prouvera par un raisonnement sem- 
blable, que cette perpendiculaire rencontrera Oc 

ac , l'angle ac'O égalera acO ; donc tous les trian- 
gles rectangles qu'on formera par les perpendicu- 
laires au centre de chaque face, seront tous égaux, 
et par conséquent toutes les perpendiculaires , jiw- 
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qu'à leur point de rencontre , telles que Ob, Oa , 
seront égales. 

33<S. Corollaire premier. Les lignes OMON^ 
tirées du centre à tous les angles solides du polyè- 
dre, seront égales, car CM = CÎT ; donc elles 
sont également éloignées de la perpendiculaire ti- 
rée du centre sur l'arête ; donc elles sont égales. 

337. Corollaire deuxième. On pourra inscrire 
et circonscrire un polyèdre régulier à une sphère. 

338. (I). Scholie. Si l'on inscrit un polyèdre ré- 
gulier dans une sphère, les plans menés du centre, 
Je long des différens côtés, partageront la surface 
de la sphère en autant de polygones sphériques 
égaux que le polyèdre a de faces , et chaque côté 
du polyèdre sera la corde qui soutend le côté cor- 
respondant du polygone sphérique. 

Si l'on ne considère que des polygones finis , la 
sphère ne peut être recouverte avec despolygones 
égaux et réguliers, que de cinq manières ; car cha- 
que polygone sphérique correspond à un polygone 
plan , formé par les cordes qui soutendent les côtés 
du polygone sphérique; donc il ne peut y avoir un 
plus grand nombre de polyèdres sphériques , que 
de polyèdres réguliers inscrits. 

Mais si l'on considère les polygones infiniment 
petits , on a encore trois manières de couvrir la, 
sphère ; savoir , avec des' triangles éqnilatéranz , 
des quarrés et des hexagones. Ces polygones infini- 
ment petits, peuvent être considérés comme des 
pians, et six angles d'un triangle équilatéral , qua- 

gone , en se réunissant par leurs pointes , forment 
36V (t53) , qu'on peut regarder comme la limite 
des angles solides; et pour Tors le nombre infini de 
petitspolygones réguliers qui formeroient les^lyè- 
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dres inscrits à la sphère, se confondent avec elle ) 
on peut donc la regarder comme la limite des polyè- 
dres inscrits et circonscrits. Ainsi plus i'angle solide 
des polyèdres approche de sa limite , plus le polyè- 
dre inscrit et circonscrit approche de la sphère, sans 
jamais seconfondre avec elle, quoiqu'il puisse n'en 
différer qu'aussi peu que l'on voudra. 

Î39- Théorème. La solidité de la sphère est 
égale au produit de sa surface , par le tiers de son 

Car la solidité d'un polyèdre inscrit à la sphère 
est égale au produit de sa surface , par le tiers de 
la perpendiculaire menée du centre du polyèdre au 
centre des faces. Or, en augmentant le nombre des 
faces, l'angle solide approche de sa limite, et le 
polyèdre de la sienne, qui est la sphère ; donc pour 
avoir la solidité de la sphère , il faut voir ce que de- 
vient l'expression du polyèdre lorsque l'angle so- 
lide est 36o a ; mais pour lors la surface du polyèdre 
se confond avec celle de la sphère , et fa perpen - 
diculaire abaissée du centre du polyèdre, devient 
le rayon de la sphère ; donc la solidité de la sphère 
est égale au produit de sa surface , par le tiers de 
son rayon. 

340. Corollaire. La solidité de la sphère est à 
celle du cylindre circonscrit , comme 1 : 3. 
5 - Car la solidité de la sphère s'estime par le pro- 
duit de quatre grands cercles, parle tiers du rayon, 
ou le sixième du diamètre 5 et celle du cylindre cir- 
conscrit s'estime par le produit d'un grand cercle 
par le diamètre ; elles sont donc entr'elles comme 
ï; I, ou :: a: 3; c'est-à-dire qu'il y a lé même 
rapport entre lessolîdités de ces deux corps qu'en- 
tre leurs surfaces (297). 

3j^l . Scholie premier. Ce rapport trou vé par 
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Archimède , entre les surfaces et les solidités de la 
sphère et te cylindre circonscrit , s'étend aussi an 
cône , et généralement à tous les corps circonscrits 
à la sphère. Les solidités de tous ces corps sont en- 
tr'elleâ comme leurs surfaces. Qu'on imagine , par 
exemple ', un polyèdre circonscrit à la sphère , ton- 
tes les pyramides dont est composé le polyèdre, 
ont pour hauteur le rayon de la sphère; donc la 
solidité de la sphère et du polyèdre , ayant un fac-< 
teur commun, sont entr'elles comme l'autre facteur, 
c'est-à-dire comme les surfaces. 

341. Sckolie deuxième. La mesare de tous les 
solides, dépend de celle d'un rhomboïde rectangle ; 
car , i". un rhomboïde quelconque s'estime de la 
même manière qu'un rhomboïde rectangle de même 
base et de même hauteur ; 2°. un prisme polygonal 
est égal à un rhomboïde qui auroit même hauteur, 
et dont les bases seroient égales en surfaces; 3°. un 
cylindre est égal à un prisme de même hauteur, 
dont la base seroit égale au cylindre ; 4°. une pyra- 
mide et un cône peuvent se réduire à un prisme , ! 
et un cylindre dont la hauteur seroit le tiers de celle 
delà pyramide; 5°. la solidité d'un polyèdre et celle 
de la sphère , dépendent de celle de la pyramide ; 
donc, si on sait évaluer les rhomboïdes rectangles,' 
on saura évaluer tous les autres solides ; or la soli- 
dité de celle-ci peut se comparer aisément au cube; 
donc on aura facilement la mesare de; autres. - 



146 'leçons élément aires 
ARTICLE III. 

Du Toisé des solides. 

343. Evaluer une solidité , c'est déterminer en 
nombres, combien de fois le solide donné contient 
un solide connu qui sert d'unité de mesure. 

Lessolides quiservolent ordinairement d'unité de 
mesure dans ces sortes d'opérations étoient le pouce 
cube , le pied cube , la toise cube. 

Pour mesurer un rhomboïde rectangle , on choi- 
sissoit une des faces , telles que ^iB CD , -que l'on 
considéroit comme la base du solide: on raesuroit 
en toises le grand côté CD , et le petit côté jd C 
du rectangle qui forme cette base , puis l'an des 
rig. l4 g , quatre côtés CP, F R, A G , fii^qui donnent la 
hauteur du solide. Multipliant entr'elles les lon- 
gueurs de ces trois dimensions , leur produit expri- 
me)! t le nombre de toises cubes contenues dans le 

Mais lorsque la mesure des côtés du solide prise 
à l'aide de la toise , donnoit un reste composé de 
pieds , de pouces.. ., etc. dans ce cas , la solidité 
renfermoit , outre un certain nombre de toises cu- 
bes complètes, un excédant que l'on évaluait en 
parties de la toise cube. Ces parties étoient elles- 
mes des rhomboïdes rectangles , ayant tous pour 
base une toise quarrée , et dont les hauteurs 
étoient égales successivement à un pied, à un 
pouce : en conséquence, on nomraoit ces petits 
solides, des toises- toises-pieds , des toises- toisf's- 
pouces , suivant qu'elles avoient pour hauteur ie 
pied ou lé pouce.. 

Pour parvenir à cette évaluation du solide en 
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toises eûtes , et en parties de la toise cube , il fal- 
loit d'abord chercher la surface de la hase par une 
multiplication composée, semblable à celle donc 
nous avons parlé (a36) , et dont le produit donnoit 
le nombre de toises quarrées, de toises pouces 
renfermées dans cette base ; ce produit servoit 
de multiplicande dans une seconde opération 3 oit 
la division de la hauteur étoit prise poar multiplica- 
teur ; ce qui exigeoir un nouveau travail , souvent 
plus long, et plus compliqué que le premier , pour 
arriver au résultat qui donnait la solidité du rhom- 
boïde en toises cubes , et fractions de la toise cube. 
Dans les opérations analogues , faites à L'aide du 
nouveau système > après avoir trouvé la surface 
de la base à l'aide de la méthode indiquée (236) , 
on parvient à évaluer la solidité par line multipli- 
cation tout aussi simple et aussi facile. Cette soli- 
dité se trouve exprimée en mètres cubiques com- 
plets , plus en dixièmes ou centièmes de mètre*, 
cubiques. 

Supposons que ia figure S£ représente un mètre 
cubique $ ayant pris sur le côté FM une partie 
égale à un décimètre ; si par le point /, , nous fai- 
sons passer un pian LNGF qui soit' parallèle au 
quarré FHDÂ , on conçoit aisément que la tran- 
che renfermée entre ces deux plans sera un dixième 
de mètre ciftique. Cette tranche est , comme l'on 
■soit , un rhomboïde qui a pour base un rnêtre 
quarré FHD j4 , et dont la hauteur ou épaisseur 
est un dixième de mètre , ou un décimètre, On 
pourra de même diviser cette tranche entre les 
points FL , toujours parallèlement au quarré 
FHDA , de manière à en détacher une nonvelle 
partie dont la base sera encore un mètre quarré , 
et la hauteur un dixième de FL , ou un centième , 
K a 
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et ïl est visible que cette partie sera un centième 

du mètre cube. 

344. Problème premier. Oh demande la soli- 
dité d'un rhomboïde rectangle , dont la longueur 
est de B°"*,i ; la largeur de 5 n "',î et la profondeur 
ou épaisseur de a"'^. 

On commence par multiplier 5,1 par 3,2 , ce 
qui donne la surface de la hase — 1 6""',52 s ; on 
multiplie de nouveau ce produit par 3,2 , ce qui 
donne un nombre abstrait 5a, 224 ) exprimant le 
rapport de la solidité du rhomboïde en question 
au mètre cubique, ou , ce qui revient au même, 
la solidité de ce copps est de 5a mètres cubiques , 
plus 2 dixièmes de mètre cubique, plus 1 centièmes 
demètre cubique, plus 4 millièmes de mètre cubique. 

34J. Problème deuxième. On demande ! a so- 
lidité d'un massif de maçonnerie dans lequel une 
des dimensions est de 5"'-,23 , la seconde de 4 B ''fi > 
la troisième de a"*^.' 

On multipliera d'abord 5,s3 par 4,6, ce qui 
donnera pour produit a4,o58 : on multipliera de 
nouveau ce produit par 0,7^ ; le résultat de cette 
dernière multiplication sera 65, 91g , en se bornant 
aux millièmes de mètre cubique. 

346. Pour évaluer les bois de charpente, on 
prenoit pour unité de mesure la solive qui étoit un 
solide de trois pieds cubes. Dans le ifcuveau sys- 
tème on a jugé inutile de créer une unité de me- 
sure différente : il est beaucoup plus simple de rap- 
porter toutes ces mesures de solidité au mètre eu-, 
bique. Quant aux mesures de capacité nécessaires 
pour évalue» les grains , les liquides , il suffit de 
connoitre leur rapport avec le mètre cube pour 
pouvoir lescalculer sans difficulté : on les trouvera 
duus.latable suivante. 
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MESURES DE" CAPACITÉ, 



Kilolitre ( mètre cube). 

Hectolitre ; 

Décalitre , 



ag,3o3a pieds cub. 
0,5 g 2 



Litre ( décimètre cube ). . . . 50,4576 pouc. cub. 



Rapport des solides semblables. 

J 47; Deux solides quelconques sont semblables, 
lorsqu'ils sont compris sous un égal nombre do- 
plans semblables, et qu'ils ont les angles solide» 



Pour que les plans soient semblables ,. i! est né- 
cessaire que les côtés homologues soient propor- 
tionnels. Ainsi dans les solides semblables, les trois 
fimepïîons doivent être en proportion. v . , , ..' 

Si d'un point fixe on mène ries droites à tous les- 
angles d'un polyèdre , et qu'on les prolange pro- 
portionnellement 1 en faisant passer des plans par 
les extrémités de ces droites , on formera on nou- 
veau polyèdre semblable au premier. ' ""; '.! \ 
Si l'on détermine deux points situés sur une droite, 
passant par un point fîxe,età des distances propor- 
tionnelles aux cotés homologues des deux polyè- 
dres, ces deux point» seront semblableroent placés. 

Si on détermine autres deux points situés sur une 
second» droite , passant par le point fixe , et à- 1 



Décilitre 5,o457 

Centilitre o,5o45 

MlUilitre (centimètre cube). . o,o5o4 



ARTICLE VI. 




K3 
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des distances proportionnelles : et que de chaque 
point déterminé sur la. première ligne on tire una 
droite à son correspondant sur !a seconde ligne, 
ces lignes seront semblablement placées. Deux sur- 
faces planes, terminées par des lignes semblable- 
ment placées, seront semblablement placées. En- 
fin , deux solides terminés par des plans semblable- 
ment placés seront placés semblablement. 

348. Théorème. Deux prismes semblables , sont 
entr'eux comme les cuhes des côtés homologues. 

Car en général deux prismes sont entr'eux com- 
me les produits de leur trois dimensions ; ainsi en 
appelant B ,Ç,D , les trois dimensions du premier 
prisme M etb,c,d, les dimensions homologues du 
second m, on a la proportion sol. M: sol. m :: 
BCD :bcd; mais quand les solides sont sembla- 

hles 'V-.d B-î'' donc CD-od '- s ' : 
en multipliant par la proportion identique B : b 
B: b,onaBCD:bcd V. S' : b 3 , donc, eto. ' 

349. Théorème. Deux pyramides semblables 
sont entr'elles comme les cubes des côtés homo- 
logues. 

Car les pyramides eii général sont entr'elles com- 
me lesproduitsde leurs dimensions; donc ladémons- 
tration du théorème précédent , s'y applique sans 
restriction. ■ 

3 JO. Théorêne. Deux polyèdres semblables son C 
entr'eux comme les cubes de leurs côtés homo- 
logues. 

Car deux poylédres semblables peuvent être par- 
tagés en un égal nombre de pyramides semblables , 
chacune à chacune ; or chaque pyramide est à sa 
correspondante dans le second polyèdre, comme !© 
çube de la hauteur de la première , est au cube da 
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la hauteurde la seconda, et les hauteurs de eespyra-- 
inides, sont entr'elles comme deux lignes senibla- 
blement tirées dans les deux polyèdres ; donc la 
somme de toutes les pyramides qui composent un 
polyèdre , ou le polyèdre lui-même, est au second 
polyèdre, comme le cube d'un coté quelconque dut 
premier , est au cube du coté homologue du se- 

3 5 1 . Corollaire. Deux sphères sont entr'elles 

très, ou en général comme lu cube de deux lignes 
semblablement tirées dans les deux. 

Caries sphères sont les limitesdes polyèdres qu'on 
peut leur inscrire et circonscrire j or, quel que soit 
le nombre des faces latérales., et quels que soient 
les angles solides de deux polyèdres-semblables, 
ils sont toujours entr'eux comme le cube des dimen- 
sions homologues; donc ce rapport est invariable 
et par conséquent il aura lieu à la limite; donc , etc. 

3J2. Scholie. Si l'on a quatre lignes dont les lon- 
gueurs soient en progression géométrique, le cube 
construit sur la première est au cube construit sur 
3a seconde, comme la première est à la quatrième. 

Car quel que soit le rapport, il est visible par In 
nature des progressions {Jàlg. n6),quela raison 
du premier terme au quatrième, est triplée de cdle 
du premier au seeond; donc on formera une pro- 
portion géométrique avee ces quatre termes ;!e 
cube construit sur la première ligne , le cube cons- 
truit sur la seconde, la première ligne et la qua- 

Si la première ligne étoît i , et la quatrième 2 , et 
(ju'on pût trouver deux wutres moyennes propor- 
tionnelles entre ces deux lignes, on pourroït faire 
un cube double d'un cube donné. H faudroit peur 
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cela pouvoir extraire la racine cubique de i, or 
on trouve par une construction bien simple, la 
racine quarrée de 2 (2 16); mais on ne peut pas 
trouver de même sa racine cubique , c'est en cela 
ejiiecnnsisiele problâme du la duplication du cubtf, 
si fomi-ux parmi les anciens. 
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TRIGONOMÉTRIE. 



2 J 3 . Ïj a trigonométrie est l'art de déterminer les 
parties inconnues d'un triangle , par le rapport 
. qu'elles ont avec les quantités connues. 

Un triangle est composé de six quantités , trois 
côtés et trois angles, tellement dépendantes les 
unes des autres , que la connoissance de certaines, 
détermine celle des autres. On a vu , par exem- 

Ele (69)1 que les triangles semblables ont les côtés 
omologues proportionnels , et réciproquement, 
lorsque les côtés homologues sont proportionnels 
dans deux triangles difFérens, les angles sont égaux , 
et les triangles semblables. 

On pourra déduire de cette propriété fonda- 
mentale des triangles , la connoissance des parties 
inconnues , toutes les fois qu'il sera possible de for- 
mer un triangle semblable au triangle donné ; mais 
un pareil moyen seroit toujours pénible , et sou- 
vent impraticable. Il a donc fallu chercher dans la 
similitude même des triangles , un moyen plus sim- 
ple et plus commode. '■ 

154. Si l'on conçoit un triangle j4 B C, inscrit 
dansle cercle , les côtés du triangle seront les cordes 
des arcs dont les moitiés m esureot les angles oppo- 
sés du triangle. 

Une table où l'on trouveroit calculées , en par- , 
ties du rayon , les longueurs des cordes correspon- 
dantes à tous les arcs, depuis zéro jusqu'à 180*, 
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ferait connoitre les rapports qui existent entre lea 
côtés du même triangle , dont on connoîtroit les 
angles, et réciproquement, la connoissance des [ap- 
ports que les côtés ont entr'eux mènerait a la con- 

Pour rendre ceci plus sensible , supposons l'an- 
gle 7* de ico*, l'angle Cde 5o\ l'angle ^de3o J , 
Parc AC sera de -2oo\ l'arc AB de îoo*, et i'arc 
BC de 6o d ,les trois cotés AC,^tB,BC, àurout 
entr'eux le même rapport que les moitiés des cor- 
des qui soutendent les arcs de 200'', de 1 00* et de 
6o d . Or, le rapport qu'ont entr'elles les cordes dea 
différens arcs pris dans le même cercle, est Facile 
à déterminer ; donc si on le calcule pour tous le» 
arcs, et qu'on en construise des tables , il fournira 
le moyen de faire une proportion avec les deux 
côtés du triangle dont ces cordes sont les moitiés. 

Mais puisque les angles du triangle inscrit, n'ont 
pour mesure que la moitié des arcs compris entre 
leurs côtés , il paraît plus simple de supposer l'an- 
gle au centre du. cercle } et de ne calculer que la 
moitié des cordes qui soutendent des arcs doubles, 
lesquelles moitiés sont proportionnelles aux cordes 
totales , et 5e déterminent en abaissant une per- 
pendiculaire de i'extrt}raité de l'arc qui sert de me- 
sure a l'angle , sur le côté. qui passe par l'autre ex- 
trémité. ; ; i , -■ j 

Ces perpendiculaires ne sont pas les seules lignes 
qu'on a' introduites dans la géométrie, il en est 
plusieurs autres dont nous allons faire connoitre les 
propriétés , les valeurs et les usages. 
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DÉFINITION 



355. On appelle sinus d'un arc ou d'un angle 
îa perpendiculaire abaissée de l'extrémité de cet 
arc sur le rayon , 'ou te diamètre qui passe par l'an- 1 
tre extrémité de l'arc. 

Ainsi BD est le sinus de l'angle BCD, ou de Fi E . 
l'arc Bjfy On voit aussi que B D est la moitié' de 
BF , qui soutend un arc double de B si ; on peut 
donc dire que le sinus d'un angle, ou d'un arcB^, 
est la moitié de la corde qui soutend un arc dou- 

bi.CO. . 

La partie du rayon D , comprise entre le iî- 
nus et l'arc , se nomme sinus-verse de l'arc. 

La droite T , élevée perpendiculairement sur 
l'extrémité du rayon Cj4 , qui passe par l'origine 
de l'arc, et qui est terminée par le prolongement du 
rayon CB , qui passe par l'autre extrémité , s'ap- 



Le rayon CB , prolongé jusqu'à la rencontre de 
la tangente jt T se nomme sécante de l'arc j£B. 

L'arc EB est le complément de ^4B, et ce 
complément a son sinus GB, son sinus-verse GE 
sa tangente EN, sa sécante CN. 

Les sinus , sinus-verse , tangente , sécante , de 
l'angle de complément, sont aussi appelés cosinus , 
cosinus - verse , cotangente , cosécante , et pour 



paroît vraisernlilablequelemot sinus tire son origine 
de stmicls inscripta, moitié delà corde inscrite, ou opposes 
à l'angle inscrit. Pour abréger, on se contenta d'écrire 
j. inf. , d'où est dérivé par curiuution du langage le mot 

tint*. ■ ... t. ■ . 1 
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abréger, on écrit seulement sin, cos. sïn-v. coa-v. 
tang. cot. séc. coséc. . . . etc.. 

Le sinus GB , de l'angle de complément, est 
égal à CD, en sorte que le cosinus d'un angle, est 
égal à !a partie du rayon comprise entre le centre 
et le sinus; et le rayon , le sinus, et le cosinus d'un 
angle, forment toujours un triangle rectangle, dont 
le rayon est l'hypoténuse. 

Tous les angles formés dans la partie du cercle, 
supérieurs au diamètre P ^4 , ont le sinus positif; 
et tous ceux formés dans la partie inférieure , ont 
leur sinus négatif. 

Tous les angles formés dans la partie du cercle , 
antérieure au diamètre EM, ont leur cosinus posi- 
tif; et tous ceux qui sont formés dans la parue pos- 
térieure , ont leur cosinus négatif. 

Les tangentes prises dans la partie supérieure 
sont positives , et celles prises dans la partie infé- 
rieure, sont négatives. 

Les sécantes prises dans la partie antérieure , sont 
positives; et celles qui sont prises dans la partie pos- 
térieure , sont négatives. 

3 56. Il suit de ces définitions , et de l'inspec- 
tion de la figure , 

1°. Qu'un arc moindre que qd 3 , a son sinus posi- 
tif, ainsi que son cosinus , sa tangente , sa cotan- 
gfinte , sa sécante, sa cosécante. 

2°. Qu'un arc plus grand que go a , mais moindre 
que i8o J ,ason sinus positif , son cosinus négatif, la 
tangente et la cotangente négative , la sécante né- 
gative , et la cosécante positive. 

3". Que le sinus d'un arc de go 4 , est égal aaraynn. 
X c'est le plus grand de tous les sinus , on le nomme 
pour cela le sinus total ). Son cosinus est néro r 'sa 
tangente et sa sécante étant parallèles, ne peli- 
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vmt pas se rencontrer, elles sont par conséquent 

4". Que le sinus d'un arc de zéro de degrés ou de 
180% est zéro. Le cosinus est égal au rayon pris po- 
sitivement pour le premier, et négativement pour 
le second. La tangente est zéro, la sécante est 
égale au rayon , îa cotangente et la cosécante sont 
infinies , posilives ou négatives. 

5". Que le sinus de 3o d , étant la moitié de la corde 
de 6V, ou du côté de l'hexagone inscrit, est égal à 
la moitié du rayon. 

6°. Que la tangente de 45 a , formant un triangle 
rectangle isocèle avec la sécante et le rayon , est 
égale au rayon. 

Ces notions posées, nous allons démontrer les rap- 
ports qui régnent entre ces différentes lignes. 

3 Ï7. Théorème. La tangente d'un arc B est 
égale au produit du rayon multiplié par le sinus, et 
divisé par le cosinus. 

Car les triangles semblables B CD , TC^t , don- ng, .4!. 
nent la proportion TA:BD :: C^ï : CD , ou 
en appelant le rayon R, et nommant ^4 1 arc Bj4, 
tang. ^:sin. V. R ■ cos. A ; donc tang.^/ as ' 
R. sin. 4 

CÛS.^/ ' 

358. Théorème. La sécante d'un arc ou d'un an- 
ple BCsl , est égale au quarré du rayon divisé par, 

Car les deux mêmes triangles semblables don- 
nent la proportion CT : CB :: CA ,: CD, ow 

séc.^:iî ::it:coî.^/;donc5éc. A= ■■ ' ^ - : '- ' 

■ ■: I 

Théorème, La cotangente d'un aro.S^.asi; 
égale au produit du rayon multiplié par le cosinus 
de l'angle , et divisé par le sinui. . .. ; ,o>- ( L- . ); . .1 
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Caries deux triangles semblables E CN,BCG, 
donnent la proportion EN : GB :: EC .CG, ou 
cot. j4 : cot. si V. R : sîn. ^ ; donc cot. = 

iî. COS. 

tin. ^ 

On peut encore dire que la cotangente est égale 
au quarré du rayon divisé par la tangente, car les 
triangles ENC , CTsi sont semblables ; donc 
on a la proportion EN : ÊC :: Csi : siT, 
cot. si : R :: R : tang. ui . . . . donc cot, si = 



359. Théorème. La cosécante d'un arc Bsl 
est égale au quarré du rayon divisé par le sinus, 

Carlesdeux mêmes triangles semblables donnent la 
proportion NC:EC:\ BC: C,G, oucoséc.^iiî :: -fr 

sm.si; donc coséc. si =— -. 

ïin. 

360. Corollaire. Connoissant les sinus et cosi- 
nus de loue les arcs, il sera aisé de connoître les tan- 
gentes, cotangentes , sécantes , cosécantes des mê- 
mes arcs , et réciproquement, -. ■ -■ 

Quant au sinus-verse, il estégalau rayon moin» 
le cosinus. 

Scholie. Les sinus des arcs au-dessus de 45 a jus- 
qtfà go d , sont les cosinus des arcs au - dessous de 
45 d jusqu'à zéro j et les cosinus des arcs depuis 
zéro jusqu'à 45 d , sont les sinus des arcs depuis fô l 
jusqu'à «j<A ' 

Quan t au sinus et cosinus des angles obtus KCsi , 
ils sont les mêmes que ceux de leurs supplémens 
KCP , comme on peut s'en assurer en comparant 
la définition- des sinus à la construction de la figure. 
Il suffit doue , pour calculer des tables, de chercher 
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les sinus et cosinus de tous les angles depuis séro d 
jusqu'à 4& J inclusivement. 

On peut encore observer que les sinus et cosinus 
étant des cordes, ou moitié des cordes, sont tou- 
jours comparés aux rayons du cercle auquel elles 
appartiennent; et si ou prend le rayon pour l'unité 
linéaire , les sinus et cosinus seront des fractions de 
■cette unité, et ne prés enteront que des nombres abs- 
traits , exprimant le rapport invariable que chaque 
sinus ou cosinus a avec Je rayon du. cercle auquel 
Je triangle qu'on mesure peut être inscrit,(i). 



(1) Ijamêmelïg'tiepeut être en même temps sinus dedeui 
angles clifïerens , en la comparant à deui rayo-s diff;rens. 
Ainsi la ligne AD (Jig. iby ) comparée au rayon CA, est 
le sinns de l'angle ACD , et elle est le sinus de l'angle ASD , 
lues qu'on prend AB pour rayon; ot puisque les sinus expri- 
ment les rapports des cordes aux rayons, il s'ensuit que 
exprimera le sinus de A CD, et , celui de AB D, 
Lorsqu'on compare ainsi la même ligne AD à deux rayons 
différens AC, A B , on peut supposer un de ces rayons 
= ) ; mais on ne pourroit pas , sans erreur , prendre les 
deux pour unité. Ainsi si nous supposons AC— i , on aura 

-.x œ =a...«...^4f,«|» 
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CONSTRUCTION DES TABLES DES SINUS, etc. 

Principe fondamental. 

3<5l . Le principe fondamental de la construction 
des tables est renfermé dans les quatre théorèmes 

362. Théorème. Le sinus de la somme de deux 
angles est égal au produit du sinus du premier par 
le cosinus du second , plus au produit du cosinus du. 
second par le cosinus du premier. 

Fis-H* S*" 1 ,e trian S le prolongeons le côté .5 C 

jusqu'en D ; abaissons la perpendiculaire AD de 
l'extrémité du côté BA surBC prolongé, et du 
point C la perpendiculaire CN. La ligne AD est 
le sinus de l'angle A CD, lorsque CA est pris pour 
rayon, et CD en est le cosinus. Or, l'angle exte'- 
rieur A CD est égal à la somme des deux angles 
intérieurs A + B qui lui sont opposés. On a donc 
sin. (A + B)=AD (CA étant supposé égal ai)... 
Les deux triangles semblables ABD, CBN don- 
neront la proportion AD : CNv.AB: JSC,-donc 

^. = c ^c^ + P^ 

mais CN est le sinus de l'angle A , ~j^q 'e co- 
sinus de l'angle B, NA est le cosinus de l'angle 
•A , et ^ est le sinus de l'angle B ; donc AD , 
ou sin. ( A + B) = sm.A X cos. B X sin. B x 

363. Théorème. Le cosinus de la somme des 

deux 
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deux angles A + B est égal au cosinus du premier , 
multiplié par le cosinus du second , moins le sinus 
du premier , multiplié par le cosinus du second. 

Car on a CD = cos. ^4CD = cos. {A + B). 
Or, ona la proportion BC+ CD: BN+NA 
BN /B(f~BN\ 
: : BN-. BC;donc CD= NA. — ^"c"")* 
mais parla propriété du triangle rectangle , ce der- 
nier terme est égal à ~CN' = CN X CN ; donc 

— sin.^. smB. 

364. Théorème. Le sinus delà différence des 
deux angles B est égal au produit du sinus 
du premier par le cosinus du second , moins le pro- 
duit du sinus du second par le cosinus du premier. 

Soit le triangle ABC. Du point C comme cen-Fij. .n; 
tre , décrivez Parc O ji , et abaissez la perpendi- 
culaire CN: on a CA = CO,et NA =ON.De 
plus l'angle COA=CAO =^/j donc l'angle 
OCB = A — B. 

OL = an.A — B(OC = C A étant égal à » ). 
Ot,OL\ CN.-.BO: BC;mB.\sBO = BN~AN- r 

dire , sin, {A — B) == sin. A cos. B — sin. B 
cos. A. 

36 5. Théorème. Le cosinus de la différence des 
deux angles A, Best égal au produit du cosinus 
du premier par le cosinus du second , plus le pro- 
duit du sinus du premier par le sinus du second. 

Car on a la proportion BJ. : B O :: BN: BC, 
eu B C — CL : BN—NO: : BN : B C... donc 

GÉOMÉTRIE. L 
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■$66. Scholie. On auroit pu déduire directe- 
ment ces derniers résultats du théorème premier, 
en changeant convenablement les signes des sinus 
et cosinus. Les résultats qu'on auroit obtenus , con- 
formes d'ailleurs -aui précédens , peuvent servir à 
faire comprendre ia nature , et l'usage des quanti- 
tés négatives. Les formules que nous venons de dé- 
montrer , sont si nécessaires dans la théorie des 
sinus, qu'on ne peut pas se dispenser de les savoir 
par cœur. C'est pourquoi nous allons les présenter 
dans un même tableau. 

sin. ^ + B — (in.^cos.B -f sin.flcos.^ 
cos.s4 + B = cos.^cos.B — sin. ^ sin. B 
sin. ,4— B --- sin. ,4 cos. B — sin. B cos. -/ 
gos.^f — -S = cos:^cos.S + sin.^sin. B 



PROBLÈME GÉNÉRAL 

367. Construire des tables de sinus , cosinus , 

tangentes etc. pour construire les tables de si- 

Eiis , il faut prendre un arc très-petit ; par exem - 
ple, 1°. Son sinus et son» cosinus étant supposés 
connus, on déterminera facilement , par les théorè- 
mes démontrés, les sinus et cosinus d« s", 3"j 4"... de 
lo'", de ao"... et-ainsi de suite de dixendbt secondes 
jusqu'à une minute. Celuïd'une minute étant connu, 
on aura celui de a', de S", de 4'..,. jusqu'à 6o' = i d . 
En continuant toujours par des calculs semblables , 
on parviendra au sinus et cosinus de 45 d . Les simn 
et cosinus depuis 1" jusqu'à 45 J étant connus, il 
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sera facile d'en déduire l'expression des tangentes , 

cotangentes , sécantes , cosécantes etc. par le 

moyen des formules démontrées (1Ô6). 

Pour connoître !e sinus et cosinus de l'arc d'une 
seconde , voici comme on peut y parvenir. 

Le sinus de l'arc de So 1 est donné immédiate- 
ment et sans calcul. Il est la moitié du rayon (356) : 
on aura son cosinus^ par la propriété du triangle 

formant un triangle rectangle j4B C avec le sinus 
slC, et la corde du même arc uiB y donnera !a FiSi,s * 
valeur de cette corde , dont la moitié sera le sinus 
de i5\ On trouvera de la même manière le sinus 
de 7 d 3o'.... de 3 d 45'.... et continuant à prendre les 
ainus de la moitié , on parviendra à celui d'un anglo 
qui ne différera pas sensiblement d'une seconde. 

Depuis l'invention des logarithmes, les tables ne 
renferment que les ^ga rit haies des sinus , cosi- 
nus, tangentes , cotangentes, sécantes, cosécantes. 
Ces logarithmes réunis à ceux des nombres natu- 
rels , facilitent toutes les opérations de la trigono- 
métrie, parce qu'ils fournissent le moyen de con- 
vertir tes proportions géométriques , en proportions 
arithmétiques, beaucoup plus faciles à calculer 
que les premières. 

- RÉSOLUTION DES TRIANGLES. 

368. L'application générale des principes de fa 
trigonométrie à ia résolution des triangles est fon- 
dée sur les trois propositions suivantes. 

369. Théorème. Dans tout triangle rectiligne, 
les sinus des angles sont eut t'eus tomme les côtés 
opposés au* angles. 

L a 
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4s- Soit le triangle ^4B C. Du point ^A soit abaissés 
la perpendiculaire .AD sur le côté B C prolongé ; 
du point B , soit abaissée la perpendiculaire BF , 
et du point 6'la perpendiculaire CN... Bl ' et AD 
sont les sinus des angles A et fi , en prenant A.B 
pour rayon... CN et B F sont les sinus des angles 
BetBCF, en prenant fi Cpour rayon... CNet 
_AD sont les sinus des angles et ^4 CD, en 
prenant pour rayon. 

Les deux triangles semblables ^tCD, BCF 
donnent la proportion AD : CA :: BF.BC... 
ousin.fi: C^::sm.A:BC. 

Les deux triangles semblables ^4DB , CNB 
donnent la proportion CN: fiC: : j^ZJ : .AB .... 
ou sin. ^:BC:. sin. ^CD = sin. ^Cfl (36o} : 
jiB ; donc les sinus des trois angles sont propor- 
tionnels aux côtés qui leur sont opposés. 
k,_ 37°" Théorème. Dans tout triangle rectïligne , 
un côté est à la somme des dfex antres , comme la 
différence des mêmes côtés est à la somme, ou à 
la différence des segmens faits parla perpendicu- 
laire qu'on méneroit d'un angle sur le côté opposé. 

Soït le triangle ABC. Du point S comme cen- 
tre , et d'un rayon égal au plus petit côté , soit dé- 
crit un cercle qui coupe les deux autres côtés en 
MN. Prolongez le côté fiC jusqu'en F,el menez la 
perpendiculaire B D ; FC et seront deux sé- 
cantes qui se coupent hors du cercle. On a donc la 
proportion , ^C :FC::MC: NC(n) , ou AC: 
_^fi +BC::MC:NC; mais M C est la diffé- 
rence des deux côtés BC.Bjf; NC est la diffé- 
rence des deux segmens DC, D-A.... donc , etc. 
Sil'anglefi^Cétoit obtus, la perpendiculaire BD 
tomlierqit hors du triangle , et l'on auroit la pro- 
portion jiC : AB + BC: :MC:NC. Mais dans 
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celte typothèse NC '= AC+AN = DC+ DN , 
c'est-à-dire, que JVC est la somme des segmens , 
formés par la perpendiculaire B D qui tombe sur 
A C prolongé ; donc... etc. 

371, Théorème. Dans tout triangle rectiligne , 
la somme de deux côtés est à la différence des 
mêmes côtés, comme la tangente de la demi-somme 
des angles opposés aux deux côtés connus , est à la 
tangente de la demi-différence des mêmes angles. 

Car soit le triangle siBC, prolongez CB jus- 
qu'en F. Du point A, menez la ligne AM; du 
point B , le rayon BL ; et du point M, la ligne 
MN perpendiculaire sur A M. 

Les deux triangles semblables FAC, M NC, Fig. us. 
donneront la proportion FC-MC : : FA:MN... 
Or , BA — la somme de deux cô- 
tes ; 1°. M C = B C — B A = la différence des 
d'eux mêmes côtés ; 3°. FA étant perpendicu- 
laire sur AM (107) est la tangente de FM A 
( A M étant rayon).... FM A est la moitié de 
FB A , et l'angle extérieur FBA = C + A; 
donc FA est la tangente de la moitié de la somme 
des angles opposés aux côtés BA , B C... Enfin, 
MN est la tangente de MAN, lequel égale la 
moitié de M BL. Or, M Si est la différence en- 
tre BAC et BCA; donc la proportion précé- 
dente est la même que celle-ci , BC+BA : BC— 
„ „ A + C A— C 
B A : : tang. : tang. . 

372. Corollaire. De cinq choses qu'on peut 
considérer dans un triangle ; savoir , trois côtés et 
deux angles, si on en connoît trois , il sera tou- 
jours possible de déterminer les denx autres, en 

aisant usage des trois théorèmes précédons. 
Ces trois thécfrÊmes suffisent pour la résofutiont 
L 3 
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de toute sorte de tri Aigles rect il ignés ; mais quand 
le triangle est rectangle , on peut y ajouter le sui- 
vant qui rendra la solution plus simple dans un 
grand nombre de cas. 

373- Théorème. Dans un triangle rectangle 
ABC, on a la proportion , le rayon des tables est 
à la tangente des tables, comme le côté BC est 
au côte 5 i/. 
' Car soit pris la ligne Cm pour le rayon des ta - 
bles , il est visible que mn sera la tangente des ta- 
bles ; mais les deux triangles semblables nmC , 
ABCdimnent la proportion Cm: mn:: CB : BA; 
donc on a le rayon des tables à la tang. C::CB: 
BA. 

374. Corollaire. Le rayon des tables étant 1 , il 
s'ensuit que BA = CB x tang. C 

APPLICATIONS. 

37 J. Problème premier. Déterminer la hauteur 
d'une tour A C , dont le pied est accessible. Me- 
surez sur le terrein supposé horizontal , à partir du 
. pied C une base arbitraire CB. Placez le grapho- 
mètre à l'extrémité de cette base , de manière que 
le plan de l'instrument se confonde avec celui du 
triangle A CB. Mettez l'alidade fixe dans une po- 
rtion horizontale : faites tourner l'alidade mobile 
jusqu'à ce qu'on puisse appercevoir au trarers des 
plnulesle Maum A de la tour. L'arc du grapho- 
mètre , intercepté entre le» deux alidades , donnera 
la mesure de l'angle ABC. L'angle ACB étant 
droit , l'angle B A C sera le complément do l'an- 
gle B. On fera donc la proportion 1 :'tang. B : : 
BC: X=BC X tang. B. côté AC sera 
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donc connu. Ajoutant à A C la hauteur du pied 
du graphomètre , on aura la hauteur totale de la 

3 j6. Problème deuxième. Déterminer la hau- 
teur de la tour , quand le pied est inaccessible. 

On prendra sur le terrein un point O tellement 
situé , qu'on puisse appercevoir le point C, et me- 
surer commodément la ligne O B. On placera 
d'abord le centre du graphomètre au point B pour 
mesurer l'angle OBC : on mesurera aussi l'angle 
BO C. Dansle triangle B O C, 00 connoîtra deux 
angles et un coté ; on fera donc la proportion 
siu. C-.BO:: sin. O -.BC... Après avoir déterminé 
BC, aa s'en servira, pour résoudre le triangle 
C, comme dans le problème précédent. _ 

377. Problème troisième. Détei^niner la hau- Fig. >s«. 
teur méridienne du soleil , par le moyen de l'ombre 

d'un style. 

Soit SA un style vertical , dont la hauteur est 
connue , AB l'ombre du style occasionnée par le 
soleil à midi. L'angle SB A mesurera la hauteur 
du soleil sur l'horizon : on mesurera l'ombre AB: 
ort connoîtra donc les deux côtés SA , B A , et 
l'angle droit dans le triangle rectangle SA B. On 
fera donc la proportion BA ■ SA : : 1 : tang. B 

SA , ■ 

= -jj— ■ On connoîtra, donc cette tangente , et 

par conséquent l'angle de hauteur sera connu. 

378. (m) Problème quatrième. Mesurer la dis- 
tance AB de deux objets visibles et inaccessibles. 

On mesurera sur le terrein une base D C ; du f, e . .st. 
point D , on mesurera les angles ADC, ADB , 
BD C ; du point C, on mesurera aussi les angles 
ACB, A CD, BCD. Dans le triangle ADC> 
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on connoît les angles ADC, ACD , et le côté 
CD. On déterminera donc les côtés AD et AC 
par le théorème (56g).' 

Dans le triangle BDC, on connoît pareillement 
les angles BDC, flCD,etle côté CD : on pourra 
donc déterminer B D et B C. 

Dans le triangle ADB on connoît les deux co- 
tés AD ,BD, et l'angle compris ADB. On con- 
noît donc la somme des deux autres angles A, B... 
Maïs parle théorème (5^1 ) on connoîtra leur derai- 
différence; donc on pourra les co nn oit re chacun 
séparément ( Alg. 75 ). 

' Pour connoitre le côté AB, on Fera la propor- 
tion gin. B :AD : : sin. D : AB. On connoîtra 
donc la distance AB des deux objets. 

379- Prdbléme. Etant donnés les trois côtés 
d'un triangle ABC, trouver ses trois angles, 
ss. D'un angle quelconque B, on peut concevoir 
une perpendiculaire BM abaissée sur le côté op- 
posé AC, qui sera divisé en deux segmens iné- 
gaux. Le théorème (5-jaj fournira le moyen de 
connoitre chaque segment en particulier. 

Dans le triangle rectangle ABM on connoîtra 
les deux côtés AB, A M , et l'angle droit M. On 
pourra donc calculer la valeur de l'angle A , et 
l'angle ABM sera connu. 

Dans le triangle rectangle BMC, on connoîtra 
les deux côtés BC,MC, et l'angle droit M. On 
pourra donc calculer l'angle C, et l'angle CB M 
sera connu. 

En réunissant les deux angles ABM+ CBM, 
on aura l'angle^S C... donc les trois angles se- 
ront connus. 

380. Scholie, La trigonométrie rectiligne Four- 
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nït plusieurs autres formules plus générales pour la 
résnluiion des triangles. Nous avons fait usage des 
plus élémentaires : elles suffisent dans un ouvrage 
où l'on ne se propose que de donner les principes 
les plus simples des mathématiques. Ceux qui dé- 
sireront plus de détails , peuvent consulter les notes 
gui sont à la fin de l'ouvrage. 
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TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE. 



381 . ~L a trigonométrie sphérique a pour objet la 
détermination des angles et des côtés d'un triangle 
sphérique , quand on connoît trois des six parties 
dont il est composé ; savoir , trois angles et trois 
côtés. 

Si l'on conçoit les droites AO,CO, BO me- 
Fig. mi. nées du centre de la sphère aux angles du triangle 
sphérique ^CZÎ, et qu'on imagine les plans AOB, 
s/OC, COB se réunissant au centre où ils for- 
ment l'angle solide O, la partie de la solidité de 

gle sphérique , sera une pyramide qu'on nomme 
sphérique , parce que sa base est une portion de la 
sphère : il est visible , i*. que les côtés s/B , AC, 
CB du triangle sphérique sont la mesure des trois 
angles plans , qui, par leur réunion , forment l'an- 
gle solide O du sommet de la pyramide; 2°. les 
angles du triangle spliérique ACB , CAB,ABC 
sont les inclinaisons mutuelles des plans j4Q C , 
BOC.^OB qui concourent au sommet (299); 
ninsi la considération des pyramides triangulaires 
suffit pour déterminer les rapports entre les angles 
et les côtés d'un triangle sphérique , ou plutôt entre 
les sinus des angles du triangle, et ceux des arcs 
qui forment les côtés. 

381. Pour former un triangle sphérique sur la sur- 
face d'une sphère , il est nécessaire que les deux 
arcs AB'BjACB-, qui forment le fuseau , soient 
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coupés par un troisièmeB'C, avant que les deux pre- , 4l< 
miers se réunissent au point S: par la niêrae raison, 
les deux arcs B'AM, B'CMdoivent être coupé* 
par un troisième AC, avant leur réunion en M. 
Ainsi chaque côté du triangle sphérique est néces- 
sairement moindre que 180"; deux côtés quel- 
conques pris ensemble sont plus grands que le troi- 
sième (272), et la somme des trois est toujours 
moindre que la circonférence d'un grand cercle 
(370). 

383. La trigonométrie sphérique doit son ori- 
gine à l'astronomie , où elle est d'une nécessité in- 
dispensable ; aussi la trouve-t-on dans presque tous 
] es Traités d'Astronomie. Notre objet n'étant pas 
d'en donner ici un traité complet, nous nous 
contenterons de poser les principes de cette 
science, et nous renverrons aux Traîrés très-estiroés 
de Deparcïeux, de Mauduit, de Bézout, de La- 
lande, de Cagnoli , &c. ceux qui désireront un 

plus grand détail. 

Toute la trigonométrie spnérîque n'est que le 
développement des deux théorèmes suions-. 

384, Titeorême premier. Dans tout triangle 
sphérique ACB, les sinus des angles A ,B,C 
sont proportionnels aux sinus des côtés B C, AC, 
A^B, qui leur sont opposés. 

Soit la pyramide sphérique ABCO, donc nous FiJ |S[ _ 
allons développer la surface sur un plan, pour mieux 
concevoir la position des lignes. L'arc total CABC 
est égal à la somme des trois côtés CA, CB, AB: 
l'angle CE M mesure l'inclinaison du plan COB 
sur le plan AOB; c'est l'angle B du triangle 
ACB. L'angle CDM mesure l'inclinaison du plan 
ACO sur le plan A OB ; c'est l'angle A du trian- 
gle ACB. Les deux angle» réunis DCM , ECM 
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forment l'angle DCE dans la pyramide spnériqua 
ACBO, et la ligne CM est une perpendiculaire 
aliaissée du sommet de l'angle C suc le plan qui lui 
est opposé. 

Des points C, A , abaissons les perpendiculaire! 
CD, AG, CE sur les côtés OA , OB : soit le 
rayon de la sphère OC= i ; CD est le sinus de 
l'arc CA, OD en est le cosinus; A G est le sinus 
de VfinAB, OG en est le cosinus ;CE est le sinus 
de l'arc B C , OE en est le cosinus : la perpendi- 
culaire CM est le sinus de l'angle CEM, ou 
^4BC, en prenant CE pour rayon ; elle est le 
sinus de l'angle CD M, ou CAB, lorsqu'on prend 
CD pour rayon. On aura donc, 

1°. CM = sin.5Cxsin. B... 3°. CM= sin. CA 
Xsin.^donc sin. BCxsin. B = sïn. C^Xsin.^ - ; 
d'où on tire la proportion sin. A : sin. S :: sin. BC: 
sin. O*. C. Q. F. D. 

385.(11) Théorème deuxième. Le cosinus d'un 
côté BC d'un triangle ABC est égal au produit des 
■ cosinus des deux autres côtés AC , AB , plus au 
produit de leurs sinus, multiplié par le cosinus de 
l'angle ^9 compris entre les deux côtés AC,AB. 
Rs.. s.. Car on a 0-E= OH+HE : mais OU est le 
cosinus de \'ang\ç AOB , ou de l'arc AB, en 
prenant OD pour rayon, et OD = cos. CA ; donc 
Oiï = cos. CA x cos. ^S.... i/E - MN est le 
sinus de l'angle MDN, DM étant le rayon, mais 
MDN—AOB ( 173) et jfJili^sin. CA xcos. A ; 
'donc ZTË^sin.C^Xsin.^^Xcos.^/.-donc on 
a cos. BC=cos. A B -x cos. A C + sm.AB X 
fiin.^Cxcos. ^. 

On trouvera aussi par un calcul semblable lej 
deux équations suivantes : 
cos.C^ =cosAE X cos .S C + sm.AB X sin. B CX cos.B 
cos-^S — cos. SCXcos.C^ + sin.iïCxsin.C^Xcos.C. 
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Si le triangle ^BC avoit quelque angle obtus » 

seront négatif (356) , et par conséquent le terme 
ihultiplié par ie cosinus seroit négatif; et dans cette 
supposition , le cos. B C seroit nécessairement né- 
gatif, si les deux côtés adjacens AB , ^iCnn sont 
pas de même espèce. 

386. Scholie. Au moyen de ces trois équa- 
tions, qui contiennent celle qui a été démontrée 
dans le théorème précédent, on résoudra facile-^ 
ment toutes les questions qui peuvent se proposer 
dans la trigonométrie sphérique : car trois choses 
étant données , on aura trois équations conte- 
nant trois inconnues ; ainsi on pourra déterminer 
chacune , excepté dans le cas où elles doivent 
rester indéterminées, par la nature de la ques- 
tion (3oo). 

387. Ces formules se simplifient beaucoup, si * 
le triangle sphérique est rectangle. En effet, sup- 
posons que l'angle ^4 soit droit : la proposition dé- 
montrée dans le premier théorème donne FÎSi '"• 

1 :siu.fl::sin.BC:s;n. CA.... 
ou sin.C^=sin.B x sin.BC.(i). 

en faisant cos.A — zéro, on a 

COS.BC=COS.B^/XCOS.^C...(2). 

Substituant cette valeur dans les deux autres for- 
mules, on a cos. C^=cos.'^B X cos. CA + 
cos. B^4 sin. SCx sin. AB : d'où on déduit 

cos. CA xsin. ^B=sin. SCxcos.B... {„) 
cos.-^Bxain. C^=sin. BCxcos. C, {b) 
L'équation (1) divisée par l'équation (a), donne 
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sin. B «in. 
~cw.B ~ cos.^Cxsin.IZff * 
àn.jfB X.anz.ji-C cot. B * 

™ —7— =lSiTs =^Hïc (3) 

L'équation (fi) divisée par l'équation (2), donne 
cos. C _ tang. ^4C 

t L'équation (fi) divisée par l'équation (1), donne 
cos. ^tB cos. C 

— — = -^7b c5) " 

Si l'on met l'angle C pour l'angle B dans l'équa- 

tion (3), elle deviendra — -■ 5— ... .. 

1 tang. t 

* Cette équation multipliée par l'équation (3), donne 

„ „ tang. JCx taner. S 



cos. ^(Cxm^B 



(«)■ 

388. Ces six analogies suffisent pour la résolu- 
tion des triangles sphériques rectangles. 

L'équation (5) nous apprend que si cos, C est 
positif , cos. ^4 B est aussi positif ( car les sinus se- 
ront toujours positifs (356)) ; et si cos. C est néga- 
tif, cos. ^4B sera négatif; c'est-à-dire , que dans 
un triangle sphérique rectangle , l'angle et le côté 
opposé sont toujours de même espèce, tous Ici 
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deux aigus, ou tous le3 deux plus grands que 

389. On volt encore par l'équation (2) que si 
les deux côtés AÉ , ^4C sont de même espèce; 
ou tous les deux aigus , ou tous les deux obtus, le 
produit de leur cosinus sera toujours positif, et par 
conséquent l'hypoténuse (*) sera toujours aiguë; 
et s'ils sont de différente espèce,, l'un aigu, l'autre 
obtus, leproduit de leurs cosinus sera toujours né- 
gatiF; et par conséquent l'hypoténuse sera plus 
grande que go d . 

On voit par l'équation (6) que si les deux angles 
B et C sont de même espèce , l'hypoténuse sera 
aiguë; et s'ils sont d'espèce différente, l'hypoténuse 
sera plus grande que go' (356). 

Il suit de l'équation (4) que«i l'hypoténuse et un 
des côtés sont de même espèce, l'autre côté, avec 
sou angle opposé , sont nécessairement aigus: Si 
l'hypoténuse et un côté sont d'espèce différente , 
l'autre côté et l'angle qui lui est opposé seront plus 
grands que go*. 

390. Puisque dans les triangles sphériques rec- 
tangles, les angles et les cùtéssont loujoursdemème 

., , . tang. AC 

espèce , il s ensuit que t3n ° g ~ sera toujours po- 
sitif : donc dans l'équation (5) , sin. AB sera tou- 
jours positif, de même que sin. AC, dans l'équa- 
tion (1). Caries sinus des arcs moindres que 180 1 , 
sont toujours positifs (356). Mais les sinus des arc* 
J4B, AC sont les mêmes que ceux de leurs eup- 
plémens. Donc,dans un triangle rectangle, étant 



(") Oa entend par hypoléniçe , le côté opposé à l'angle 
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donné un angle B , et son côté opposé AC, on ne 
pourra connaître les côtés acîjflcens , à moins qu'on 
ne sache s'ils sont aigus ou obtus. C'est à quoi se 
réduisent tous les cas douteux dans les triangles 
rectangles. 

Résolution des triangles sphériques rectangles. 

391. Dans un triangle sphérïque rectangle 
ABC, l'angle droit A est toujours connu : donc si 
des cinq choses restantes (trois côtés et deux an- 
gles) on en connoît deux, on pourra résoudre le 
problème (Algèbr. yo) au moyen des six analogies 
précédentes (1). 

Or sur cinq quantités données , on peut en sup- 
poser deux connue* , et une inconnue de trente 
manières différentes (2) , donc la résolution géné- 
rale des triangles sphériques rectangles comprend 
trente cas particuliers ; mais comme dans ce nom- 
bre il y en a plusieurs qui demandent les mêmes 
calculs , on peut les réduire à seize analogies dilFé- 



(1) Les sii analogies dérivent îles trois équations (a) , 

et trois inconnues, ce qui suffit pourré oudre un problème. 

(s) Les deux quantités qu'on suppose connues parmi les 
cinq . peuvent êlre , \«. la première et la seconde ; a°. la 
première et la troisième ; 3". la première et la qualriiime 
4°. la première et la cinquième ;5". la seconde cl l;j iruisiil-fnt- 

la seconde et la quatrième-, j". la seconde etls cinquième 
8". la troisième et la qualrième ; g», la troisième et la cin- 
quième ; io°. la quatrième et la cinquième -, mais dans cha- 
cune de ces combinaisons , on peu! demander la valeur do 
chacune des trois quantités inconnues ; il y aura donc en 
tout trente combinaisons. 

Table 



Di'gitized by Google 



DE MATHÉMATIQUES. ly-f 

Table des analogies qui satisferont aux sei^e cas 
des triangles rectangles. 

39 î. Première analogie. Connoissant les deux Fi S . iej. 
côtés AC, AB , trouver l'hypoténuse BC. 
L'équation (î) donne la proportion 

i -.cos. A B:: cos. AC: cos. BC. 
Deuxième analogie. Connoissant tes deux côtés 
AC, AB, trouver l'angle B. 1 _ 
L'équation (3) donne la proportion 

1 r sin. AB :: cot. AC : cot. B. 
Pour trouver l'angle C, on auroit 

i:sin.^C::cot. AB:cot. C. 
Troisième analogie. Connoissant un côté AC, 
et l'angle adjacent C, trouver l'hypoténuse BC. 
L'équation (4) donne la proportion 

î : cos. C" cot. AC : cot. BC. 
Si l'on eût connu le côté AB et l'angle on 
auroit eu ta proportion 

i : cos. B :: cot. AB : cot. BC. 

Quatrième analogie. Connoissant un côté AB 
et l'angle adjacent B , trouver le coté AC. 
L'équation (3) donne la proportion 

i : tang. B :: sin. AB : tang. AC. 
On a aussi ; i : tang. C::ûa.AC: tang. ^tB. 
Cinquième analogie. Connoissant un côté AB 
et l'angle adjacent B , trouver l'autre angle C. 
1,'équation (5) donne la proportion 

. _. _ l : cos. A B s!n. B '■ cos, C. 
On a aussi ; i : cos. *4C : : sin. C : cos. B. 

GÉOMÉTRIE. M 
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Sixième analogie. Connoissant l'hypoténuse BC 
et un côté AB, trouver l'angle C opposé au côté 

L'équation (i) donne la proportion 

■ sin. BC : i :: sin. AB : sin. C. 
On a aussi; sin. BC: 1 ::sin. A C: sin. B. 

Septième analogie. Connoissant l'hypoténuse 
BC et un côté _rfC, trouver l'angle adjacent C. 
L'équation (4) donne la proportion 

tang. BC : tang. dCv. 1 : cos. C. 
On a aussi; tang. BC:\*ag.AB :: 1 : cos. B. 

Huitième analogie. Connoissant l'hypoténuse 
et uncôté^iï, trouver le troisième coté AC. 
L'équation (1) donne la proportion 

cos. AB : 1 :: cos. BC : cos. AC. 
On a aussi ; cos. A.C : 1 :: cos. .BC: cos. AB. 

Neuvième analogie. Connoissant l'hypoténuse 
BC et un angle C, trouver l'autre angle B. 

L'équation (6) donne la proportion 

1 : COS. BC : : COt. C: tang. B. 

On a aussi ; 1 : cos. BC : : cot. B : tang. C. 

Dixième analogie. Connoissant l'hypoténuse 
BC et l'angle B , trouver le côté AC opposé à cet 
ongle. 

L'équation (1) donne la proportion 

1 :sin.5C:;sin.B:sin.^C. 
On a aussi; 1 : sm. BC:: sin. C : sm. AB. 
Onzième analogie. Connoissant l'hypoténuse 
BC et l'angle C, trouver le côté adjacent AC. 
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L'équation (4) donne la proportion 

i : oos. Ci : tang. BC: tang. AC- 
Ona-aussi; i : cos.fî: : tang. BC:tmg.^4B. 
Douzième analogie. Connoissant les deux an- 
gles B, C, trouvée l'hypoténuse BÇ. 
L'équation (fi) donne la proportion 

tang. C: tang. iï: : i : Cos. BC. 
Treizième analogie. Connoissant les deux an- 
gles B, C, trouver les côtés ^ C , BC. 
L'équation (n) donne la proportion 

sin.fi: i ;:cos. C-.cos.^B. 
Onaau9si ; sin. C : i : : cos. B: cos. A C. 
Quatorzième analogie. Connoissant un côté 
\AC et l'angle opposé jB,trouver l'hypoténuse BC. 
L'équation (i) donne la proportion 

sin.5 , :«n.^Cîtl:«il. BC. 
On a aussi ; sin. C : «a. AB s\a. BC. 
Ce cas est douteux (3go). 

Quinzième analogie, Connoissant un coté _AC 
et l'angle opposé B , trouver l'autre côté AB. 

L'éijuation (3) donne la proportion 

Cot.^f C: cot. B : : i : sin. AB'X dou- 

Onaanssi; cot.-^B:cot. C:.i: sin. AC f teux. 

Seizième analogie. Connoissant un côté A.B 
et son angle opposé C } trouver l'autre angle C. 

L'équation (5) donne la proportion 

cos. .dB : i r: c„s. C :sw.B\ dou- 

On a aussi ; cos. AC : i : : cùs.B: sin. C 1 teax. 

M 3 
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Des triangles spkëriqnes obliquangles. 

393. Lorsque le triangle spliérique ABC ne 
contienl pas d'angle droit, on peut le diviser en 
deux triangle? rectangles , au moyen d'un arc per- 

fls. iti. pendiculaïre BD , abaissé du sommet d'un angle B 
sur le côté qui lui est opposé. Cet arc perpendicu- 
laire est un côté commun aux deux triangles rec- 
tangles ABD, CBD. Ces deux triangles, com- 
parés entre eux, fournissent six propriétés qui suf- 
fisent pour résoudre touteslesquestionsqui peuvent 
se présenter dans un triangle obliquangle. 

Résolution de deux triangles sphériçues 
rectangles ayant un côté commun. 

394. Soit le triangle sphérique obliquangle 
ABC. Du sommet d'un angle B , abaissez l'arc 
perpendiculaire BD , cet arc tombera sur le côté 
opposé AC j ou sur son prolongement CD ; les 
deux triangles rectangles ABD , CBD, ou abd, 
cbd, auront un coté commun BD , ou bd. 

L'équation (1) donnera 
s in . BD = sin. A x sir. . AB = sra. Cx un .BC; 
d'où on déduit sin. A : sin. BC: : sin. C: sin. AB.... 
proposition déjà démontrée (38.Q. 

L'équation (3) donne ' " 

• BD — * a "g- A D _ tang. P C 
I ""' 1 ~ taag.ABD " tang. DBC 7 
La même équation donne 
tang.B/J=tang.^/Xsin,^/Z?=tang.Cxsb.ZÎC...(«J; 
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Lequatîon (2) donne 

cos. BP = cos.^B co*. BC 

L'équation (5) donne 

COS. B P _ cos.sf _ COS. C 

i ~~ cos. ^BD aîn. CBD 
L'équation (4) donne 
tang.BD=tang.^^cos.^BZ>=tang.BCxcos.CB.O(iO- 

Résolution des triangles spkériques obliquangles. 

395* Sur six parties dont est composé un trian- 
gle sphérique obliquangle, on en peut supposer • 
trois connues du rin^t nu>.:i.\-i i':~ Jilh'rcntcs ■ ■.kiri-- 
chacune de ces vingt combinaisons, on peut de- 
mander la valeur de chacune des trois parties du 
triangle qui restent inconnues , ce qui donnera Go 
cas pour la résolution des triangles sphériques obli- 
quangles. Mais comme il y en a plusieurs de sem- 
blables , on peut réduire à douze toutes les ques- 
tions qui se présentent, dans un triangle sphérique 
obliquangte. 

396. Les trois parties connues peuvent être, 

i".les trois côtés; 2°. deux côtés et l'angle com- 
pris ; 3°. deux côtés , et un angle opposé à un des 
côtés connus ; 4°. les trois angles; 5°. deux angles 
et le côté compris entre ces deux angles ; 6". deux 
angles , et un côté opposé à un des angles connus. 
Ces six cas particuliers donneront la solution des 
douze problèmes qui peuvent se présenter. Avant > 

(Je les résoudre , il ne sera pas inutile de fixer un 
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moment l'attention sur la position de l'arc perpen- 
diculaire, qui tantôt tombe sur la base, comme 
li/J, tantôt sur son prolongement , comme bd. 
'. 397- Lorsque l'arc perpendiculaire tombe sur 
la base, elle estdîvisée en deux segmens AD, CD ; 
l'angle opposéB est partagé en deux parties ABD, 
CED , qu'on nomme angles verticaux. Si laper* 
pendiculaire tombe au -dehors du triangle, la 
.somme des deux segmens ad, cd ne sera pas égale 
au côté ac , mais ce sera leur différence. Pareil- 
lement , la somme des deux angles verticaux abd 
ne sera pas égales l'angle donné abc , mais ce sera 
leur différence. 

398. On a plusieurs manières de distinguer si 
la perpendiculaire OD tombe hors du triangle ou 
sur la base ; cela dépend do la position du point 
d'où elle part, relativement aux parties connues 
du triangle. Quelques auteurs la font tomber, tan- 
tôt dans l'angle donné, tantôt dans son supplément; 
ce qui occasionne de la confusion et du doute sur la 
valeur des segmens et des angles verticaux. Rivard 
a choisi de la faire tomber toujours dans l'angle 
aigu , ce qui n'a pas remédié à l'inconvénient d'avoir 
tantôt la somme , et tantôt la différence des angles 
verticaux ou des segmens. Delambre oppose tou- 
jours l'arc perpendiculaire à l'angle donné. On 
s'épargnera la considération de l'arc perpendicu- 
laire , en observant seulement les règles des signes 
pour les cosinus, tangentes, cotangentes , en se 
souvenant que pour un angle obtus, le cosinus, la 
tangente et la cotangente sont négatives. Cette 
règle est particulièrement adrtptée par Cagnoli ; 
elle fait connoître, indépendamment de îa position 
de l'arc perpendiculaire, si l'angle ou le segment est 
obtus ou aigu; et faute d'y avoir eu égard , plu- 
sieurs bons auteurs ont donné des règles qui ne sonï 
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pas toujours exactes. Passons à la résolution de3 
douze prohlèmes annoncés. 

399- Premier cas. Etant donnés les trois côtés 
du triangle ABC , déterminer un angle quel- 
conque. 

Pour trouver tel angle qu'on voudra , l'angle 
par exemple , j'ai recours aux formules, trou- 
vées (385). Elles donnent immédiatement 

_ ces- gg— c os.^g X cos.AC. 
CDS ' ~~ sin.^Sxsin.^C 
Cette Formule , quoique très-simple , n'est pas la 
plus commode pour le calcul numérique ; nous al- 
lons en donner une autre. Ou déduit de celle-là 

» — C o 3 .^ = 
sin. AB X sin-^-Ç+cos. A Bcos .AC— cos. BC 
' sin.^SxsinT^C ~ 

cos. (^B—AC)— cos. CB _ 
sm.ABx.sm.AC 
sin.;(gÇ— {AB— AC))Xsh.{(BC+(AB~ AC) 
sin. A Bxsin. AC. 
Mais i — cos, J ^ = 35in.*| J ^(noteio), donc ona 

sin A— s[n -'^C+AC—AB}>csm:-(BC+AB-AC) 

' * ~~ sin.^i*Xsin.^C 
Cette formule est plus commode pour le calcul des 
logarithmes. 

40O. Deuxième cas. Etant donnés deux côtés 
AB , AC, et l'angle compris A , déterminer le 
troisième côté BC. 

La môme formule (385) donne, 
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^cos.^SXcos.^/Cfi+tang.^Bxtang.^Cxcos.^.) 

u". Etant donnés les deuxcôtés AB, A C, et l'an- 
gle compris A , déterminer l'angle C opposé à un 
des côtés connus. 

Du sommet B de l'autre angle inconnu , abaissez 
l'arc perpendiculaire B D. Cet arc tombera sur la 
base A C, ou sur son prolongement. Calculez lo 
segment AD par l'équation (4). 

tang. AD = cos. A tang. A B. 
Ce premier segment est plus grand que 90 3 , si l'an- 
gle^.eilecôté^^sontde différente espèce(38y); 
La différence entre la base et le premier segment 
donnera le second DC: on aura ensuite l'angle C, 

par l'équation (8) tang. C = tang. A X ■ S ."' ^ g 

S". Pour calculer le troisième angle B, on abais- 
sera l'arc perpendiculaire du sommet de l'angle C 
sur le côté AB. 

401. Troisième cas. Etant donnés deux cotés 
AB, AC, et un angle C opposé à un des côtés 
connus, déterminer l'angle B opposé à l'autre côté 

La formule démontrée (384) , donne immédiate- 
ment.sin.*^^^. 

2°. Pour trouver le troisième côté BC , on abais- 
sera l'arc perpendiculaire AFsat le côté cherché 
BC: on aura ensuite. . , . . 
1°. tang. CF = cos. C X tang. AC. . . (éq. 4). 

.2'. cos. BF— cos. CF x . - "-4i • • C H- 9)- 
cos. AC 

3°. CF^BF = BC 
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3°. Pour trouver l'angle A , compris entre les 
cûttis donnés , on abaissera du sommet de cet angle 
l'arc perpendiculaire AF, et l'on aura 
i". cot. CA F = cas. AC Xtang. C (éq. 6). 

a", cos. BAF= cm. CAFx t a " g '^5^ . . . (éq. 1 0 , 
tan g. AB 

3\CAF^BAF=A. 

402. Quatrième cas. Etant donnés les trois an- 
B,C,6 



gles A, B, C, déterminer les trois côtés. 

L'on aura recours au triangle polaire ou supplé- 
mentaire DFE , dans lequel on connoitra les troii 
Côtés (3oo), on aura donc: 



cos. FD X cos. FE H 



sin. FD X sin. FE 



ou cos. ( î 80 4B) = cos. C 1 80 — C) — 

cos. (180— B) X cos. ( 180— A). 
Cette équation donne 

cos. A B~ cos. C + cos. B X cos. A- 

403- Cinquième cas. Etant donnés deux angles 
A, C, et le côté compris AC, trouver un des cotés 
inconnus AB. 

Du sommet A d'un angle connu , 00 abaissera la 
perpendiculaire A F, sur\e troisième côté BC, et 
l'on aura les analogies suivantes ; 

1°. cot. CAF = cos. ^Cxtang. C (éq.6.). 

a". BAF= CAP— A. 

3°. tang. AB ,= tang. A Cx — „^w -(éq. 1 «)- 
cos. BAJf 

3°. Pour connoître le troisième angle B, on a 
r. cot. CAF=cos.AC xtang. C..(éq, 6.) 
■f.BAF = CAF— A. 
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„ ùn.B^tF ,, 
3°.cos.-S = cos.Cx^-^q-^.... (éq. 10). 

404- Sixième cas. Etant donnés deux angles 
S, C, et un côté _AB , opposé à un ongle donné , 
déterminer le côté ^4 C opposé à l'autre angle 

La Formule (334) donne 
sîn.£ 

sin. ^C= 



2°. On déterminera le côté BC, compris entre 
les deux angles connus par le moyen des analogies 
sui-vantes. 

1°. Tang.<7F=tang.^Cx cos. C... (éq.4). 

l'.& a .BF=*u.CFx? >ntS -° (éq.8). 

tang. B 

3". BC = CF=i= BF. 

3". On détermine la troisième angle ^ par les 



1 ». Cot. CAF= cos. ^fCx tang. C... (éq^6). 
a'.Sin. B^F^Ùn.C^Fx ^~^V- (ffy»o}- 
$\4=CAF^BAÏÏ. 
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Application des formules précédentes à la 
résolution de quelques problèmes. 

40 5 . Les formules delà trigonométrie sphérique, 
trouvent leur application dans l'astronomie, la géo- 
graphie, la gnomonique, la navigation, les opéra- 
tions géodésiques pour connoitre la figure de la 
terre... &c. Le petit nombre de problème.; suivans 
suppose les lecteurs initiés dans ces différentes 
sciences; ceux qui ne les connoitront pas feront 
abstraction des principes, et se borneront à étudier 
le* opérations analytiques. 

406. Problême premier. Connoissant le lieu du 

et sa déclinaison.^ 

Soit C, le lieu du soleil sur l'écliptiqne ; l'arc de Fl* 
l'équateur AS est l'ascension droite, BC est la 
longitude , et l'arc du méridien A C est la décli- 
naison : l'angle A est droit ; on connoît de plus 
l'angle ABC qui est l'obliquité de T'écliptiqne = 
£3° 28': Il est question de trouver AB , et AC. . . . 
connoissant l'angle B , et l'hypoténuse BC. 
L'éq.(i)donnesin. AC= sin. Sx sin. SC.. (6 E anal.) 
L'éq.(4)donnetang. AB= cos. Sxtang.BC.fi 1* anal.) 

Exemple. On suppose la longitude du soleil 
de 2"'- a8 J 48' 3o" et l'on demande, 1°. sa déclinai- ■ 
son , s", son ascension droite : l'on aura , 1°. log. 
6in.^C = log. «in, e3 j 28' + log. sin.8S J 48' 5o* 
— 9,600118: 
+ 9.99S9" 6 ' 

gjGoooa^a — log. sio. 23 J 37' 45° 
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. a". Log. rang. ^4 B — log. cos. 2 3 d eS' + W. 
tang. 88*46" 3o" 6 6 

= g,9625o76 

+ i,68lgo5a 

i 3 6444m8 = log. tang. 88 s 42' 5". 
407. Problème deuxième. Connoissant la dé- 
clinaison du soleil , trouver sa position dans I'éclip- 
tique, et son ascension droite : 

La question est réduite à trouver, i", BC, 
z'.^B, étant donnés ^C, et l'angle B. 

L'éq. (1) donne sin. BC = ^^...( l?; *nÀ) 

L'éq. (5)donpesin.^S=^^...( i5 e . anal.) 

Exemple. La déclinaison du soleil étant 
de 25^ 27' 40% on demande sa longitude et son 

On a, i°. Irte. sïn.SC= loe. sin. s3 a 27' io" — 
log. sin. 2 3* s8/ 

= 0,6000242 

— 9,6001181 

* 

9,9999061 = log. sin. S8 J 48' 3o'. 

a 0 . Log. sin. ^4B = log. cot. a3 J a8' — les. 
■ cot. a3 a a/ 45" 

fa 0j 36238g4 

— o,3625oio 



9,9998884 = log. sin. B8 1 4a' 5". 
PiB.no. 408. Problême troisième. L'élévation du pôle 
étant donnée, on demande la durée du plus grand. 
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jour d'été astronomique , c'est à-dire sans avtfîr 
égard au crépuscule, et à la réfraction. 
' Soit FZh distance du pôle au zénith, Z S' le 
complément de la hauteur du soleil à l'horizon = 
par conséquent go J ; PS 1 complément de la décli- 
naison= 6G J 3a', La question est réduite à trouver 
l'angle ZPS' , connoissant les trois cotés. On aura 
recours à la formule démontrée (385): mais un des 
côtés du triangle étant de 90 3 , cette circonstance la 
rend beaucoup plus simple ; elle se réduft ào = 
cas. PZx cas. PS' + sm. PZ X sin.i'J' + coslP, 
doùon déduit : Cos. P =— COt. i\Z X cot. 
— tang. lat, x tang. decl. 

Exemple. Je suppose la latitude de 44* *!*■•■ On 
a log. cos.P = — log. cot. 45 a 5ç)' — log. cot. 66 d '6s'. 
= 9,9901874 
+ 9,6576196 

9,6278070 =log. cos. Si* 53' 5"; et par- 
ce que ce cosinus doit être négatif, on prendra la 
supplément de 64 J 53' 5" — 1 1 5 d G' 55". Cet angle 
converti en temps à raison de i5 d par heure, 
donne j h 4o' 27"; et doublant l5 h 20. 54*. 

409- Problème quatrième. L'élévation du Fi g . 1.0. 
pôle , et la déclinaison étant connues , déterminer 
l'heure qu'il est par la hauteur du soleil. ' - 1 

Dans le triangle PSZ on connoît PZ, c'est 
le complément de la latitude ; le côté Z S est 
le complément de la hauteur du soleil; et P S 
est le complément de (a déclinaison. On trou- 
vera l'angle horaire ZPS par l'anal ogie ( 099 ) 
n4P=.| / n\n^ZS+PS-PZ)^m ^J,Z S+ PZ ^PS^-l 
V L s\n.PS y, àn.PZ. J 

Exemple. On suppose la hauteur du pôle 
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de 48' 5o', la hauteur du soleil de Go', la déctî* 

naisoxi de so J , et l'on demande l'heure qu'il est. 

On aPZ = io'..,Z$ = 3o d ...P5= 70... 

On aura donc... log. sin. \ P ~ 

îi'og.sin. ag â ..i5'+l. sin. 55' — log.sin. — jo* — log.sin,4i°io') 
e=Tf9»6ûl*fl<S5 + 8,007867— 19,7913777) 
= 8,4488i47. =log. i 4 36'38".DoncP = 3 d i3'i6". 

Cet arc converti en temps à raison de i5 d par 
heure donne 12' 53". C'est-à-dire qu'il s'en faut 
de 13 53" de temps que le soleil ne soit au méri- 
dien ; il est donc 1 l h 47' 7". 
iïs.iG;. 4IO. Problème cinquième. Etant donné l'an- 
gle ARr, on demande sa réduction au plan AEe , 
où les points E , e des lignes verticales RE, re, 
sont supposées à la même distance du centre de ia 
terre que le point j£. 

Du point ^4 je mesure la distance au zénith de 
chaque point R, r. Elle sera le complément de3 
angles d'élévation R^E t T^de; l'angle RAr étant 
connu , sera mesuré par l'arc R r , lequel sera pat 
conséquent connu. L'angle de réduction Ej/« sera 
égal à l'angle sphérique RZr. 

La question est donc réduite à trouver un angle 
sphéYique lorsqu'on connoit les trois côtés. Pro- 
blème exactement le même que le précédent. 
Fig. ifi. Problème sixième. La latitude de deu* 

villes étant connue, ainsi que leur différence en 
longitude , on demande leur distance mutuelle , en 
supposant la terre sphérique. 

SoitBlepole de la terre, une des villes, C l'au- 
tre. Dans le triangle .ABC, on connoitra lescôlés 
BC, B^t, qui sont les complérnens de la latitude , 
et l'angle B compris entre les deu* côtés connus, et 
qui est la différence de longitude : on déterminera 
donc -^Cparl'éq. ( 4oo ). Cet arc converti en my- 
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riamètres, à raison de 1 3,106 royrianiétres par de- 
gré , donnera à-peu-prés la distance cherchée. 

Exemple. On demande la distance de Paris à 
Constantinople. 

On sait que la latitude de Paris est de 4g d 5o , 
celle de Constantinople de 4i 4 1' , la différence de 
longitude 26* 36". On aura donc 5^= 4l d 10'.... 
B C= 48 d 5g'. L'angle B = i& 36', et l'équation 
cos. ^ C= cos. B C X cos B^i 
C 1 + tang. BC X tang. B ^. X cos. B ) 
deviendra cos. -dC= cos. 48 d 5g' X cos. 4i d 10' 
(1 + tang. 48 J 59' X tang.4i J 10' X cos-aS^G') 
Log. de tang. 48 J 5 9 ' = 10,0606818 
Log. de tang. 4i J 10' = 9,9417135 
Log.de cos. 26 J 36' — g,g5i44a4 



donc le coefficient de cos. 48 J £19 X cos 
Log. de cos. ^S 1 5 9 ' = 9,8170882 
Log. de cos. 4i J 10' = 9,8766785 
Log. de i,8g8g = 0^786021 



9,9752688 =Iog. cos. ao^iS'So" 
donc l'arc ^f C = ao a i5' 3o" = 2S 5»J""°"'" , à- 
peu-près. 

Exemple second. Quelle est la; distance sur le 
globe de Paris au Caire? 

La latitude du Caire est Zo i 3' : la différence de 
longitude est ag J 10' : donc, 1 + tg. 4i d 1 °' X tg. 
5g J 57' X cos. ag d 10 = 2,3a ; log. cos. _d C 
= 9,94179=2 = log. ag a a5' = Zil^""" 1 ""- 
412. (p) Problême septième. Déterminer l'in- 
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clinaisoti de deux laces adjacentes dans les cinq po- 
lyèdres: régulier!. 

Solution. Chaque angle solide d'un polyèdre ré- 
gulier quelconque peut être considéré comme 
formé par la réunion de trois angles plans détermi-- 
néi. En effet , 

ïig.idi. 1°. Dans le tétraèdre, chaque angle solide est 
formé de trois angles de triangles équilatérauxj qui 
sont par conséquent rie Go 11 chacun. 

Tif. iîo. s°- Dans l'hexaèdre , chaque anglesolide est formé 
par la réunion de trois angles de go a chacun. 

Fi 6 . ">a- S"- Dans l'octaèdre on peut former un angle so- 
lide par la réunion de deux angles de t ri angles équi- 
latéraiix,et d'un angle droit. 

rie- ' = 1 iïans le dodécaèdre chaque angle solide est 

formé par la réunion de trois angles de pentagones 

Fig. iJi. 5°. Enfin, dans l'icosaèdre on peut former un 
angle solide par la réunion de deux triangles équi- 
Jatéraux , et d'un pentagone( i). Cela posé , 

Pour déterminer l'inclinaison de chaque face 
d'un polyèdre régulier sur la face adjacente, on 
n'a qu'à chercher un angle d'un triangle iphérîqne 
dont les trois côtés sont connus ; on aura donc , en 
appelant l'inclinaison des deux faces adjacen- 
, ; ' cos.BC— cos.^TJÏxcos.^C 
te, (5 9 g) . ™- A = ^—^j^—^ 

Mais comme les trois angles qui forment l'angle 



(i)On nepeui espirerde comprendre bien ce qui regarde 
1er, pu!; édres regnl-prs , qu'en ayant sons lea yen* le; îr.t:- 
, TH; , pilyèrlrrs cnnslriiils en Ijm.s ou en narlon. l.f urs figu- 
re- devinées sur un pl™ ne donneront ipi'unr lAè?. Iiien 
impurraile delà position T'i-speclivc d s angles sel Ides el des 
iàces è celui qui ne les aura jamais vues en relief. 

solide 
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solide sont égaux , ou au moins les deux qui com- 
prennent l'inclinaison! des faces adjacentes , il s'en- - 
suit que dans l'équation ci-dessus , on aura BC = 
A B = AC, ou au moins A B= A C , ce qui 
facilite le calcul. 

Ainsi daosle tétraèdre, l'hexaèdre, et le dodécaè- 
J i '-k „ f t —A COI BC i 
dre , on a cos. A = cos. B C \ - ~TB^ î 

== — — - ~BQ ' Cette fôff'J 8 P eut ètrS rendue 
plus simple ( f^oyez note iS 

!>ans l'octaèdre , on a cos. B C — o , et cos. AB 
— cos. A C ; donc eus. A — — cot.' AB. 

Dans l'icosaèdre 004. AB = cos. 

M 4 cos. BC — 
et -, ; deme cos. A — . 
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( o) Note 1", a'. 8, page 4. 

Quoique les principes énoncés dans le n*. 8 
•oient assez évidens par eux-mêmes , pour être mis 
au rang des axiomes , il ne sera peut-être pas inu- 
tile deleur donner un peu plus de développement , 
ce qui rendra leur évidence plus facile à saisir. 

Le principe premier est celui de la superposi- 
tion j c'est la huitième maxime ( sententiœ ) d'Eu- 
clide. Ce principe ne consiste pas , comme l'ont 
prétendu quelques Géomètres , à appliquer gros- 
sièrement une figure sur une autre , pour en con- 
clure l'égalité des deux ; mais il consiste à imaginer 
Une figure transportée sur une autre, et à con- 
clure , 1°. de l'égalité supposée des parties données, 
la coïncidence de ces parties i 1°. de cette coïn- 
cidence , celle du reste de la figure , et par con- 
séquent l'égalité totale, et la similitude parfaite 
des deux figures. Ce principe est d'un grand 
usage dans les élémens de géométrie. On peut en 
voir l'application dans tes théorèmes qui concer- 
nent l'égalité des triangles. 

Le principe deuxième est la réduction à l'ab- 
surde (Euclide , liv. 10 , prop. s et suiv. ). L'ap- 
plication de ce principe consiste à démontrer la 
vérité d'une proposition, en faisant voir que si cette 
proposition n'étoit pas vraie , une supposition faite, 
ou une proposition déjà démontrée seroit fausse , 
ce qui seroit absurde. Cette manière de démontrer, 
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■Quoique indirecte est très- rigoureuse : on ne peut 
guère en employer d'autre pour la plupart des 
propositions qui regardent les incommensurables : 
on en peiit voir des exemples dans Euclide j liv. 
la , dans Legéhdre , et dans presque tous les livres 
élémentaires i 

Le principe troisième sert de fondement à la 
Biéth o de A'exhaustion des anciens géomètres { Eu- 
clide, jirchitnède ). Cette méthode consiste à 
Voir que deux ou plusieurs grandeurs sont 
égales, quand leur différence est plus petite que 
toute grandeur assignable. On conçoit en effet que 
si les deux grandeurs étoient inégales, leur diffé- 
rence pourroit être assignée : si au contraire la dif- 
férence supposée entre deux grandeurs est si pe- 
tite qu'elle échappe, non-seulament aux sens, 
mais encore à L'imagination , il faut nécessairement 
qu'elle soit zéro , et que par conséquent les deuï 

C'est d'après ce principe qu'on! démontre que si 
Un polygone régulier d'une infinité de côtés est 
Inscrit OU circonsfcrit a un cercle , l'espace qui cons- 
titue la différence entre le cercle et le polygone 
s'épilisera , et deviendra zéro. 

Les principes quatrième et cinquième découlent 
naturellement de la définition delà grandeur, qui 
peut être augmentée ou diminuée à l'infini , c'est- 
à-dire , au-delà de tout terme assignable. 

Le n°. VI est la définition de la limTte , plutôt 
qu'un principe : nous avons eu occasion de l'expli- 
quer plusieursfoisdans l'Arithmétique et l'Algèbre. 
Nous avons fait v»ir ( drith. l63 , eljilgèb. 1M ) 
que l'unité est la limite de la progression géomé- 
trique décroissante à l'infini ~ . j . ~ '. tj- ■ ■ -tï j et 
il est utile de remarquer que pour qu'une grandeur 
Mit Ja limite 4'gne autrs grandeur , il est nécessair» 
N a 
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3 as celle-ci puisse ne différer de la première , que 
'une quantité moindre quetoute grandeur donnée: 
sans cette dernière condition , a pourroit être re- 
gardé comme la limite de la progression citée , 
puisqu'il seroit vrai de dire que plus on prendrait 
de termes dans cette suite , plus on approcherait 
de 2 ; mais parce que la somme des termes ne 
pourra jamais atteindre î , il s'ensuit qu? sa diffé- 
rence arec 2 sera toujours > 1 , et par conséquent 
ne sera pas moindre que toute grandeur donnée. 
C'est dans le sens qu'on verra que le cercle est la 
limite des polygones inscrits et circonscrits , puis- 
qu'eu augmentant le nombre des côtés des polygo- 
nes, ils s'approcheront toujours du cercle de plus 
en plus , et pourront en différer aussi peu qu'on 
voudra ; mais jamais rigoureusement ils ne se con- 
fondront avec lui. 

Le principe septième est une conséquence né- 
cessaire de la notion que nous venons de donner de 
la limite. On conçoit en effet que si Z et X sont 
les limites d'une même grandeur Y, on doit avoir 
Z=X:cac s'il y avoit entre ces deux valeurs 
quelque différence D , ou aurait Z = X±D\ 
mais par la définition de la limite , la quantité Y 
peut approcher des quantités Z et X aussi près 
qu'on voudra , sans néanmoins jamais coïncider 
avec elles , et par le fait la différence de Y à X 
seroit toujours >• D ; donc X ne seroit pas la li- 
mite , ce qui seroit contre la supposition. 

Le principe huitième est une suite de la loi ds 
continuité. On le trouve énoncé dans la deuxième 
proposition du livre 13 des Elémens d'Euclide, tl 
y démontre que si on inscrit deux polygones sem- 
blables , deux hexagones par exemple dans deux 



je nombre des coté* des deux polygone» , le rap- 
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port de leurs surfaces reste égal au quarré des dïa- 
rnètresdes cercles circonscrits, le rapport invaria- 
ble sera celui des surfaces des deux cercles. 

Enfin , le sens dii principe neuvième est que si 
on a un produit XY de deux grandeurs X , Y, 
que a soit la limite de X, et b la limite de Y , ab, 
produit des limites , sera nécessairement égal à la 
limite du produit XY; car supposons que X soit 
représenté généralement par a ± x , et Y par 
à =by, le produit sersab±ay^b x+ xy ;aa\s 
puisque X peut approcher de a, et Y de b. , jus- 
qu'à n'en différer qu'aussi peu qu'on voudra , il 
s'ensuit que j: et y peuvent devenir moindres que 
toute grandeur assignable , ou zéro ; donc à la li- 
mite , X Y sera ab: or , a est la limite de X , et 
b est la limite de Y; donc la limite du produit de 
deux facteurs sera égale au produit des limites des 
mêmes facteurs. 

La même chose auroit lieu si le produit étoic 
composé de trois , ou d'un plus grand nombre da 
facteursXrZ 

C'est sur ces derniers principes qu'est fondéa 
toute la méthode des limites , qui sert elle-même 
de base au calcul infinitésimal. Pour faciliter l'intel- 
ligence de ce calcul, il est utile d'en faire remar- 
quer les premiers germes dans les vérités élémen- 
taires qu'il convient toujours de démontrer suivant 
les méthodes les plus générales. C'est pour cette 
raison que l'on a employé la méthode des limites 
pour la mesure du cercle , les solidités de la pyra- 
mide, de la sphère.... etc. malgré les longueurs 
que cette méthode entraîne. ( foye^ le Journal 
de l'Ecole Normale , tom. IF. ) 



N3 
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(b)NoteII, nM6i,page5S. 

Les lignes , les surfaces , les solides dont on s'fm- 
cupe en géométrie , sont des quantités compara- 
bles enir'elles, et dont on peut par conséquent 
assigner les rapports d'une manière générale. Il na 
s'agit que de représenter les lignes par les carac- 
tères algébriques, et de former les équations ré-» 
snltantes de leurs rapports, qui le plus souvent 
sont donnés par les propriétés des triangles sembla- 
bles ou rectangles , et par celles du cercle. 

Desçartes est le premier qui ait essayé d'appli- 
quer l'algèbre à la géométrie ; et par cette tenta-? 
tive heureuse , il a donné la clef des grandes dé- 
couvertes qu'on a faites , et qu'on peut espérer Aa 
faire dans les mathématiques. On conçoit en effet 
que dès qu'on aura traduit en langage algébrique 
une propriété générale des lignes , on peut faire 
sur cette expression plusieurs opérations sans son- 
ger aux lignes ni à la figure que les caractères al- 
gébriques représentent. 

Dans la solution des questions géométriques , 
une ou plusieurs lignes que les équations renfer- 
ment sont des inconnues, dont.on détermine la va- 
leur , par les méthodes que l'algèbre fournit pour 
la résolution des équations : on construit ensuite ces 
valeurs, c'est-à-dire, que l'on assigne par des 
procédés géométriques les, lignes qui leur sont 
égales. ' 

Comme on peut représenter les lignes géomé- 
triques par des lettres, on peut aussi représentée 
par des lignes les valeurs numériques que les lettres 
expriment. En sorte qu'on peut dire généralement 
qu'il n'y a pas d'équation algébrique qu'on no 
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puisse construire géométriquement; et réciproque- 
ment il n'y a pas de rapport exprimé en lignes 

3 a 'ou ne puisse mettre en équation. Les propriétés 
émontrées des lignes proportionnelles et du cercle 
suffisent pour construire les expressions qui ne ren- 
ferment que des racines quarrées. 

Avant d'en faire l'application , nous allons tra- 
duire ces propriétés générales en langage algé- 
brique. 

Théorème 1 65. Si le côté AX et sa partie AR 
sont incommensurables , après avoir porté succes- 
sivement la partie 'ARvSt AX, le premier reste 
sur AR... etc. et avoir obtenu la partie A m corn- Fl,,( '' 
menîurable avec A R , on peut représenter les 
deux côtés du triangle AX, A Y par A,B les 
deux parties A R ,-AS par a , b; les restes Xm, 
Yn par R, r. La proportion démontrée entre les 
parties commensurabfes , pourra se traduire ainsi 
A — R.B — r: : a : b. On tire de cette propor- 
. A B R v 
WB 

La commune mesure entre AR, et la partie com- 
mensurable de AX pouvant être prise aussi petite 
qu'on veut, Retr peuvent être moindres que toute 

grandeur assignable ; donc la différence — — — 

peut être plus petite qu'aucune grandeur donnée 1 
ne , deux quantités , dont on peut prouver que la 
différence est moindre qu'une grandeur donnée 

sont égales entr'eUes (3) ,- donc on a — = y , ou 

A:B ::a:b. 

Théorème 175. Si l'on représente l'hypoténusa 
BC par h , les côtés AB , A Cpar a , b, elle 
segment BD par m , la première proportion sera 
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rif. si- exprimée algébriquement par... h:a::a: m; donc 
hm= a" ; la seconde donnera pareillement h : b : s 

b: h m; Jonc h' — km = b". Ajoutant les 

deux équations , on a h' = a" + b'. 

De cette équation on déduit les trais suivantes, 
1". h^à^'r.f.a^Vhr^b'.S'.b^ ^k^'i 
d'où il suit que st deux côtés quelconques d'un 
triangle rectangle sont connus, on pourra déter- 
miner le troisième. 

Si on représente pary la perpendiculaire s4D , 
la troisième proportion donnera m:j::y:y — m; 
donOj-' = m^-r-m*. ' 

Si le triangle A B Cn'étoit pas rectangle , du 
point C, abaisses la perpendiculaire CD sur le 
côté BÛ4 prolongé. 
fis. (Sa* Soit cette perpendiculaire = y et la partie ji 1J 
==. « : on aura B~C'==ÏÏ2 r ^ÂD'+'c3 i , ou al- 
gébriquement h,' = g' + s àm + m° -h y' ; mais 
pi' -4- y" = s4C= b' ; donc À'= a' -f- b' + sam. 

A D = m est le cosinus de l'angle CAS , ou 
Cu4D,en prenant AC = b pour rayon (i5S) ; 
donc si oh désigne cet angle par f , on paurra met- 
tre b cos. $ à la place de m, et pour lors on aura 
h'=a'+ b'-x- nab cos. c'est-à-dire, que lé 
quarré du plus grand côté surpasse la somme des. 
quarrés Faits sur cliacun des deux autres de la 
quantité exprimée par vabcosp. 
ffe .s 0 . Si l'angle A étoit aigu, on auroit B D = Bji 
~ J m = a—m i *tBC , = , h' : =i a' + b* — 
s a b cos. p , c'est-à-dire , que le quarré d'un côté 
opposé à un angle aigu est moindre que la somme 
des quarrés faits sur chacun des deux autres cô- 
tés de la quantité exprimée par 206 cos ( Ca 
sont les deux propositions la et i3 d'Euclide , 
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On déduit de ces deux propositions le théorêmu 

Dans un rJiombe quelconque, la somme deiFis.i5t. 
quarrésdes deux diagonales est égale à la somme 
des quarrés des quatre côtés. 

Car les deux angles intérieurs A DC ,D AB 
sont supplémens l'un de l'autre ; donc ils ont le 
même cosinus aux signes près , et les côtés paral- 
lèles sont égaux. 

Donc en nommant la grande diagonale D , la pe- 
tite d , les côtés AB , DC= a,BC,AP=b, 

D' = a' + b' + soi cos. 9 
rf"= a' +■ b' -^aabcoi.<t 
On aura'donc D' +- ef = a' + 6* + a' +■ b'. 

Ce théorème n'est qu'un cas particulier d'un 
autre plus général qu'on peut énoncer ainsi. 

Dans tout quadrilatère _AB CD , la somme desFij.ui. 
qnarrés des quatre cotés est égale à celle des quar- 
rés des deux diagonales , plus quatre foi»Ie quarré 
de la ligne FE qui joint les milieux de ces diago- 
nales. 

Soient les côtés AB — a.. BC—b.. CD = c. 
DA = d ; soit f l'angle formé en O. Faisons AO 
= m.. CO=n,.BO = p.. DÔ = q., FE = r. 
Les quatre angles formés en O par l'intersection 
des deux diagonales, auront le même cosinus , parce 
qu'ils sont égaux deux à deux, et que les deux 
aigus sont supplémens des deux obtus. 

Les théorèmes que npus venons de démontrer, 
fourniront les équations suivantes , 

a' = m 1 + p° + 2 mp cos. p ■ 
b' = p' 4- n' — s 7i p cos. f 
c' = n' + g' + a nq cos. p 

. y*— aïny cp». * 
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Donc a' + b % + e' + d' = si m 1 + a ra' + ap' + s y* +- 

acos.ï(mp — «/> + »y — mq). 

Ce dernier, terme peut se mettre sous la forme 
iuivante (y — p) (n — m) a cos. $ j mais si 

BO=s P , et OD=q , OE= et OF=^^, 

parce que de deux grandeurs inégalesla plus petite 
égale la moitié de ia somme, moins la demi-diffé , 
renée; donc on aura, 

s cos. »... et (y — p)(n — »»)acos* = 4r" — 
y* + 2 p y — p 1 — m' + a m n — n*. Substituant 
cette valeur et réduisant , on a a' + ô* +■ c* + (P 
= /n' + 3 mn + + +apy + ? '+ 4r*z= 
(m+/ J )' + (p + y)- + 4r\ 

Si le quadrilatère devient un rhombe Ou paral- 
lélogramme, les deux diagonales se coupent èri 
deux parties égales , et pour lors on a r = o , es 
qui est le cas déjà examiné dans le théorème pré- 
cédent. ■>.■'■>- 

(c) Note 111, n". 179, page 64. 

7. Des propriétés rlu triangle rectangle , on peut 
déduire celle des lignes droites considérées dans lé 
cercle; car, 1°. il sera toujours possible d'inscrire 
un triangle rectangle dans un cercle (1 13) ; a", i'hy- 
poténuse du triangle sera égale au diamètre du 
cercle circonscrit (107) ; donc si on représente le 
diamètre du cercle par aa, la perpendiculaire 
abaissée d'un point quelconque de la circonférence 
sur le- diamètre par y , et le segment BD du dia- 
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mètre par x , la propriété du triangle rectangle, 
énoncée dans la note précédente, sera exprimée 
ainsi, x : y :; y. a a — xj donc y* = 20* — 

Si l'on représente par m , n les deux cordes BA y 
CA , on aura aussi par la même raison a a: m :: 
m : x... ou aax = m" et 3 a : n ;: n :a a — x... ou 
ia 1 — nax = n°, c'est - à - dire , que les corde» 
A B , j4 C sont chacune moyennes proportion- 
nelles entre le diamètre du cercle et le segment 
adjacent. 

Les deux triangles rectangles BAD, DAC 
donneront les équations m* = y' + x'... n' =y' + 
( 2 a — x )', Ces équations combinées entr' elles , 
selon les règles de l'analyse, feront connoître les 
propriétés du cercle, 

Cherchons , par exemple , la distance d'un point 
quelconque 4 de la circonférence au centre P. ... 
on aura Â~P'=ÂP'+ + a^x' =. 
aax — x"+ a' — a ax + x' — a*;dar\aAP=a... 
c'est-à-dire , que tous les points j4 de la circonfé- 4 
rence sont à égale distance du centre , ce qui est 
k propriété distinctive du cercle. 

On pourroit démontrer par le moyen de l'analysa 
les théorèmes ( n°. 181 , 182 ) ; mais le calcul est 
trop compliqué pour pouvoir trouver ici sa place, 
Nous nous contenterons d'en donner ici la traduc- 
tion algébrique. 

(N*. 181 ). Soit la ligne entière BA=a, la corde Fig.iî.rj. 
J)C=b ; la partie FA=m, FÇ=n ; donc la partie 
FB == a— m, et la partie FD — b — n. La pro- 
position démontrée , donnera l'équation am — m' 
— bn — n' ; et pour trouver m ou n, an aurai 
résoudre une équation du deuxième degré. 

Si le point de rencontre étoit extérieur , comme 
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on le voit {fîg- 79 ) , n« mettroit «4- m pour a— m, 
et b + n pour 6 — /z,et on auroit la propriété des 
sécantes £ n". 18a ) , a m + m' bn + n 1 ; ainsi 
les deux proportions ne diffèrent , qu'en ce que les 
deux cordes j4B, CD au lieu de se couper dans le 
cercle, se coupent en dehors. 

La tangente FM est la limite de la sécante FC} 
mais lorsque FC est à sa limite, la partie intérieure 
est zéro ; donc en faisant b = zéro dans l' expres- 
sion précédente, on aura la propriété de la tan- 
gente a m + m* =^rc 5 ...ou a + m : n :; n : m. 

(Fig.83). Soit^B=a... BC = b...CD='c... 
DA = d... BD = m... ^ C = n , on a, i°. ac+ 
bd = mn... a'.ab + od-.bc + ad::n: m. 

Ces deux derniers théorèmes servent à détermi- 
ner les diagonales d'un quadrilatère inscrit, lors- 
qu'on connoît les quatre côtés. 

Les propriétés des lignes proportionnelles , con- 
sidérées entr'elles, et (Tans le cercle , suffisent pour 
construire les expressions rationnelles , ou qui ne 
renferment que des racines quarrées , c'est-à-dire , 
les équations du premier et du second degré. 

Noteir,n\ 1 87 , page 67. 

Construction géométrique des équations du 
premier et du deuxième degré. 

Avant de construire une expression algébrique , 
il faut observer si elle est homogène , et de quelle 
dimension elle est. L'expression sera homogène, 
lorsque tous les termes dont elle est composée au- 
ront le même nombre de dimensions , ou le même 
nombre de facteurs simples comme a" b + bcd... 
ab# bc-— em,... x + jr„.. La première est de 
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trais dimensions, la seconde de deux , et la troisième 

Si l'expression est fractionnaire , le nombre de 
ses dimensions s'estime par la différence entre le 
nombre des dimensions du numérateur et du dé- 
nominateur. Par exemple , — — - est de deux 
r a + b 

_ . a ! + bcxy* ,, , ,. 
dîroensions. — ■■ est d une seule dimen- 



Le nombre des dimensions du numérateur peut 
surpasser celui de chaque terme du dénominateur , 
d'une, de deux, ou de trois unités : s'il le surpasse 
d'une unité, la fraction algébrique sera l'expression 
d'une ligne S'il le surpasse de deux , la fraction 
sera l'expression d'une surface, et s'il le surpasse 
de trois , elle sera l'expression d'un solide. On sent 
bien pourquoi il ne peut pas le surpasser de quatre 
ou de cinq unités , à moins que quelque ligne n'ait 

, on n'entreprend jamais de construire sans connoître 
les élémens que l'on emploie pour cette construc- 
tion , on sait toujours dans chaque cas quelle est la 
quantité qu'on a supposée égale à l'unité. 

Une expression dans laquelle la loi des Komo- 
gènes ne seroit pas observée , seroit une expression 
absurde, parce qu'elle suppoieroit des rapports en- 
tre des quantités de nature différente entre des 
lignes et des surfaces > des surfaces et des solides , 
des lignes, des surfaces et des solides. . ' , „ 

Pour construire une expression du premier de- 
gré , il suffit de réduire en proportion la fraction" 
qui exprime la valeur de l'Inconnue , comme on 
le voir dans les exemples suivans. , 
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ti g fi. 1°. "Supposons qu'on ait à construire l'équation 

m = — . On prendra sur la ligne E une partie 

4D = c, sur la ligne ^4jB une partie = 4.... sur 
F une partie = a : on tirera par le point D la 
ligne DH, et par le point C la parallèle CI, et 

l'on aura j4I , 0111= , 



d'abord^- parla méthode précédente ; et après 
avoir trouvé une ligne égale à — -, on la ri' 
t, et on construira de nouveau !'e: 



"/ 

». Si l'on a à construire «*gtfgfig±g2 - Qn 
dg 

construira séparément-,-— H — — + —S. , 
dir dsr du 

et h 

«1 

a* — b' = ( a+b) (a — b) ; donc on pourra faire 
]a proportion ci a -f b :: a — b : x. Ainsi pour 
■voir * , il faudra chercher une quatrième' propor- 
tionnelle aux trois lignes e , a + b , a — à. 

B", Si le numérateur et le dénominateur étoieïit 
ffb +■ bcd >' •»«•'' 
complexes comme ' ° a P euC conce " 

■ Voir chaque terme du numérateur divisé par/ 1 ;/ 
étant une ligne-prise à volonté. ' ' ■ 
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'? 



On construira séparément 



a'b bcd 



aura ainsi une ligne A égale au numérateur divisé 

par/". On cherchera par tes mêmes procédés une 

ligne /, égale à tous les ternies du dénominateur 

divisés par f. La Fraction proposée sera réduite à 

*/ « ■ • 

On construira cette expression , et 1 on aura 

une ligne égale à la fraction proposée. 

Cette méthode réussira toujours quels que soient 
Je numérateur et le dénominateur de la fraction. 

Supposons , par exemple , que le numérateur est 
de la dimension n , et le dénominateur de la dimen- 
sion n — i. On peut concevoir le numérateur di- 
visé par f"~' , /étant une ligne prise à volonté. 
Chaque terme de ce numérateur devient de la pre- 
mière dimension, et l'on détermine la ligue qu'il 
représente parles proportionnelles. On aura donc 
ainsi une ligne A égale à la somme de tous les ter- 
mes du numérateur divisés parf A ~'. On aura pa- 
reillement nne ligne / égale à la somme de tous les 
termes du dénominateur divisés par f*~' , et la 



fraction proposée sera réduite à —•<*«. 

Au reste , il est rare qu'en pareil cas on ait be- 
soin de construction très - compliquée. Souvent 
même on les obtient par des procédés plus simples 
que par les méthodes précédentes. 
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et par conséquent x = '-. Donc // : ni' 

Si l'expression algébrique à construire étoit de" 
deux dimensions , c'est-à-dire j si le nombre de di- 
mensions de chaque terme du numérateur surpas- 
soit de deux unilés celui des termes du dénomina- 
teur, alors la quantité expfimeroit une surface. 

Soït, par exemple , * = °° cherchera 

une ligne k , telle que A* = m" + n'. On cherchera 
de nouveau une ligne / ;= — , et l'on aura à cons- 
truire ~ . ^ L,. Le rapport de n : l étant Connu , 

~j sera Un nombre abstrait, et x égalera le quarré 

représenté par a* , répété autant de Fois qu'il 

y a d'unités dans — t Ou si l'an veut réduire cette 

'eXpreisîon en un rectangle , on cherchera une lî- 

a n „ a' m n 

ene = r— , et Ion aura — — — - =ar = un 

rectangle dont la base est a } et la hauteur r. 

Enfin , si le nombre des dimensions du nûméra- 
teur surpassait celui du dénoïninateur de trois, 
alors l'expression désigneroit un solide. Parexemple* 
. .. . ab' + a'b 

si l'on avoit à construire I expression x sa ' a+ f > 

on!amettrortsousIafarmesuivante:i=ai^-^~-^ 

On chercheroit une ligne h as ° ^ , et pour 1 on 
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X = abh, c'est-à-dire, un prisme rhomboidal 
dont la base est ab , et la hauteur À. 

Construction des quantités radicales, 

\". Soit x = V^&e.En élevant les deux membres* 
au quarré on a x' — be. Donc b : x " x : e ; ce qui 
annonce que pour trouver une ligne égale à*, il 
faut chercher une moyenne proportionnelle entre 
à " e (,90). _____ 

a°. Soit a = V / aA + icr=V / ïj(£j+ e).On prendra 
une moyenne proportionnelle entre 6 et a +■ c. 

3°. Soit x — V a' + b'. On construira un triangle 
rectangle dont un des côtés == a , le second 
cût'J -- b , et l'hypoténuse sera la valeur de x. 

S\ x = V a' — b' , on construira pareillement un 
triangle rectangle dont a soit l'hypoténuse, et b 
un des côtés : le troisième cftté s^ra la valeur de x. 

4". Soit x= \/a' + b" + c* -f- d 1 . On fera F1( . lM 
.AB = a, CA=b, et l'on aura C~B'=a' + b\ 
On élèvera sur CB la perpendiculaire CP=c, 
et l'on aura DB' = a* + 6* + c' : on élèvera sur 
PB la perpendiculaire P F= d, et l'on aura.... 
BF' = a\ + b' + c' + d'. Donc BF=x. 

S'il y avoit de3 quarrés négatifs, on commenceroit 
par construire les quarrés positifs , et après avoir 
trouvé une ligne dont le quat re m" fût égal à leur 
somme , on chercheroit une seconde ligne dont le 
quarré n' soit égal à la somme des quarrés négatifs. 
On construiront ensuite l'expression \/ m 1 — n' , ce 
qui donneroit la valeur de x. 

5°. Soit l'expression x.^= Va' + b 1 + c d — fg. 
On commencera par chercher une ligne m moyenne 
GÉOMÉTRIE. O 
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proportionnelle kcd, et une ligne «.moyenne pro- 
portionnelle à^_On^aot^insiC(/=TO* et 
Donc x = Va* + b* + m* ~ 9 ui se construira 
par le moyen du triangle rectangle. 

'6".ffil*«apresaionéto;tiS=|/^(£i'-i.*-^^'-), 
on commenceroit par chercher une ligne m dont le 
quarré fût égal à - - , ce que l'on obtien- 

droit fa cil em ent pa r ce qu e n o us a vons dit au co m m e n - 
cementde cette note.On anroit ainsi x= Vai' + m' 
qui est facile à construire. 

7°. Si l'expression à construire contenpit des ra- 
dicaux , comme dans x =V ' p q + gVp" + m', on 
prendroit une ligne n = y/ p* + ta', et l'on auroit 
à construire *==V'/<y+g?ï-' on chercheroit séparé- 
ment une moyenne proportionnelle à p ,q , et g, m 
soient ces deux moyennes proportionnelles a etb, 
onauraa- = t/a'+i 1 , quantité facile à construire. 

8°. Soit »== $ a 3 b. On cherchera d'abord une 
moyenne proportionnelle m entre a et b , et l'on 
aura m'=ab\ donc x = \^ a' m 1 = a m. Si l'on 
avoit x = y' a 4 6" c*, on pourroit chercher une 
moyenne proportionnelle m entre b et c , l'on au- 
roit m" s fi c et par conséquent m 4 = ft* c°. Donc 

*-^»=,^r . _ 

On peut donc , en suivant les procédés indiqués 
dans cette note, déterminer en lignes les expressions 
algébriques qui renferment des radicaux quatre* , 
et même des radicaux dont l'exposant est une puis- 
sance de a. Ainsi la racine de toute équation du 



Digilized by Google 



S ï) t E S. atl 
second degré peut être construite au moyen du 
cercle et de la ligne droite , c'est-à-dire , avec la 
règle et le campas. 

En effet, l'équation** — px—^q x , qui peut re- 
présenter toutes celles du seconddegré (Algèb.90), 

étant résolue, donne x= tds 1/ ±q\ Toute 
2 r 4 1 



la difficulté consistera à construire t/*^— + y*, 

ou — y*. Pour le premier cas on fera comme 

dans les constructions précédentes A B = '- p r 
et A C= q , et l'on aura CB = [/" £ + q'.... 

Dans le second cas on fera B C--, et A C= g , 

et l'on aura ,AB = \f ■£ _ ? '. 

Appliquons ces principes à la résolution de quel- , 
ques problêmes de géométrie. 

Problême premier. Par un point A pris dans Fis. i*î. 
l'intérieur d'un angle SCR , tirer une ligne BAD 
= a, telle que les segmens A B , AD soient en- 
tr eus dans le rapport de m : n. 

Puisqu'un des points A par ou doit passer la 
ligne est donné, il suffit de déterminer le point B 
ou le point D. Par le point A je mène parallèle- 
ment à BC la ligne A F= b. Je fais BD = 
On aura d'abord la proportion B D ; A D 

V. m+ n : n, ou AD == ~~, En second 

V Oa' 
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Ueo A D -.AF :: BD : B C. } on — j-: b: : a:x. 
Donc x = ^- ^ ■ ^ . 

Pour construire cette expression , on prendra sur 
CO prolongée une ligne CR~n; sur CB, uns 
seconde ligne cS = m + n; sur CD une troisième 
ligne CF— b; on tirera la ligne RS, et par le 
point P la parallèle PB : elle déterminera sur la 

ligne CS le point B tel que CS ou x = ^ m+n \ 

Problème deuxième. Inscrire unquarré ABCD 
dans un triangle donné M N P. 
fis- Puisque le triangle est donné, on connoît sa hau- 
teur^ , que nous appellerons a , la base MN=b ; 
il est évident que si nous ccnnoissîons R S égal 
au côté du quarré , nous aurions tout ce qu'il faut 
pour décrire le quarré proposé. Soit donc RS= x. 
Les deux triangles semblables MNP , D CP 
donnent la proportion M N : D C: : P R: P S , 

ou b : x : : a : a — x ; donc x ss -. 

a + b 

Pour construire cette expression , on prendra sur 
RM prolongée une ligne RL — a-\-b: par les 

nts L et P on mènera la ligne h P ; on prendra 
ouveau sur RM la ligne RQ—b, par le point Q 
on mène» la parallèle QS, elle ira couper la ligne 

RP au point S, tel que RS ou x=^-^. 

Problème troisième. Etant donnés les trois 
côtés du triangle ABC, déterminer les segmen» 
jiD,DC formés parla perpendiculaire BD. 
F* .s.. Soient les côtés AB=a,B C=b , AC=d ; 
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la perpendiculaire BD^=y; le segment -rfZ> = 
le segment D C= — i. 

Le_triang le rec ta ngle _ d B D donnera l'équa- 
tioosf B' = B D° + ^4 D' , ou a* -- *' + «V 
Le triangle rectangle BDC donnera l'équation 
i>*=y % + d' — sdx + x'. Retranchons la seconde 
de la première , on aura a' — b' +■ d'—sdx. Donc 

a' — b' + d' 
X = aôT ' 1 uantile ^ acile à cons t r u ; re. 

L équation que nous venons de trouver peut aussi 
se mettre sous la forme suivante b' — a'=d' — adx, 
ou ce qui est la même chose ( * + a) (b — a) 
= d(d — a^), d'où l'on tire la proportion sui- 
vante , d:b-{-a-- : b — a -.d — 2#: c'est-à-dire 
\AC : ^ B + B C : ■ MC: N C, ce qui est le théo- 
rème démontré géométriquement ( 166 ). 

Problème quatrième. Diviser la ligne ji B en 
deux parties , de manière que la plus grande partie 
sort moyenne proportionnelle entre la ligne entière 

Soit la ligne totale ^4B=a,^F=x, FB=a—x, F* 14. 
on aura la proportion a:x::x;a — x ■ donc x' = 
a* — a x. Résofvant cette équation du second degré, 
on a x -— — -ja±V^f +^ ; on construira cette 
4 

expression en prenant la Jigne .B^ = a. Au point 
B on élèvera perpendiculairement B C=^^-, 
et Ton for mera le triangle si BC. L'hypoténuse 
— V'a' + ja" du rayon BC~ , on décrira 
un c ercle et l 'on aura G j£ ou F si = — ± a 
+ Va* + i a*. Ce qui est le problème cinquième, 
de géométrie (81). 

0 3 
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Problème cinquième. Connoiasant le3 quatre 
cotés du quadrilatère inscrit dans un cercle , trou T 
ver les deux diagonales. 

, Le dernierarticle, note 3, donneles deux équa- 
tions... ac + b d=mn,(ab + cd) n~(ad+bc)m... 

/ad + bc\ , (ac+bd)(ab + cd) 
D0D ° " = m ^r^d) etm= ad+bc. 

, /(ac + bd)( a b + cd) 

ciles à construire par le moyen de la ligne droite et 
du cercle. 

( e ) Note V , a°. 337 , page 84. 

En représentant par a: le côté du polygone régu- 
lier inscrit dans le cercle qui a rpour rayon,et parn 
le nombre des côtés du polygone, on aura — pour 
le rapport du contour du polygone au rayonjplus 
n augmentera, plus ~ approchera du rapport de 

La circonférence du cercle au rayon, sans pouvoir 
jamais lui être égal , mais dont il peut approcher 
aussi près qu'on veut; donc le second rapport sera 
la limite du premier. Nommons a n cette limite. 
La circonférence du cercle qui aura r pdnr rayon 
sera exprimée par air. Soit u la partie du rayon 
comprise entre l'arc et le côté du polygone rasent, 
l'expression algébrique de la surface du polygone, 
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■«.. = " (f-») = p(r--r»), pW„ 
diminuera , plus le polygone Inscrit approchera 
du cercle , et plus l'expression algébrique appro- 
chera d'être égale à ——, en sorte qu'elle lui sera 

rigoureusement égale lorsque a = o; maïs u n'est 
zéro qu'à la limite du polygone, c'est-à-dire lors- 
que le polygone se confond avec le cercle ; donc 

la surface du cercle est égale à a r r — , c'est-à- 
dire au produit de la circonférence par la moitié 
du rayon. 

( f ) Note Vîy n*. a35 , page 88. 

On peut résoudre, par le moyen de l'analyse , 
un grand nombre de problêmes intéressans, relatifs 
aux surfaces j il suffit pour cela de les mettre en 
équation : le moyen de les résoudre ne présente 
jamais de grandes difficultés. 

Pour mettre les problêmes en équation , on se 
sert en général des propriétés déjà démontrées ; 
mais le nombre des propositions vraiment néces- 
saires est assez limité ; les principales dépendent de 
la similitude des triangles, de la propriété du trian- 
gle-rectangle, et des lignes droites considérées dans 
le cercle. En traduisant algébriquement une ou 
plusieurs de ces propriétés , on a soin de faire en- 
trer dans l'expression des rapports les lignes ïn- 
connuesqu'il s'agit de déterminer; mais le choix des . 
inconnues n'est pas indifférent dans les problêmes 
géométriques. C'est de-là que dépend principale- 
ment la simplicité des solutions. 
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Nous allons rapporter la règle prescrite par 
Newton et par Laplace; ( Journal de l'Ecole 
Normale, tome 4. ) On la trouve aussi dans Bézout 
{troisième Partie , page ssJ). 

Lorsque deux ou plusieurs inconnues sont déter- 
minées par une môme équation, il ne faut pas choi- 
sir l'une d'elles pour inconnue principale. On doit 
prendre pour cette inconnue une ligne qui ait un 
même rapport avec elles , telle que leur somme , 
ou leur différence , ou une moyenne proportion- 
nelle. L'équation que l'on obtient alors est moins 
composée que celle qui détermine les inconnues du 
problème : elle en est une réduite plus facile à 
résoudre , et qui donne aisément les valeur» des 
inconnues. Supposons , par exemple , que la hau- 
teur d'un triangle , sa base et la somme de ses cotés 
étant connues , on propose de déterminer chacun 
de ses cotés ; il est clair que dépendant de la même 
manière des quantités connues , ils doivent être 
donnés par la même équation. Ainsi, au lieu de 
considérer l'un d'eux comme l'inconnue principale, 
il vaut mieux prendre pour cette inconnue leur 
différence. 

On trouvera un grand nombre de problèmes 
géométriques résolus par l'algèbre, dans l'Arithmé- 
tique universelle de Newton , ouvrage digne de sou 
illustre auteur, soit par les découvertes qu'il con- 
tient , soit par les artifices au moyen desquels les 
solutions des problèmes sont ramenées aux équa- 
tions les plus simples. 

J'ai pensé qu'on verroit icj avec plaisir quelques- 
uns de ces problêmes; mais avant d'en donner la 
solution, je dois démontrer un théorème d'Eue li de 
qui leur sert de base, et qui en rend la solution plus 
'simple que celle qu'on trouve dans Newton. 

La proposition d'Euclide est ; Soit un angle donné 
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dans un triangle, l'excès du quarré de la somme 
des deux côtés qui forment l'angle donné , sur le 
quarré du côté opposé à l'angle donné , est à la 
surface du triangle , comme Ta cotang'ente de la 
moitié de l'angle donné est au quart du rayou. 
On a aussi , l'excès du quarré de la base sur le 
- quarré de la différence des deux côtés qui forment 
1 angle , est à la surface du triangle , comme la 
tangente de la moitié de l'angle est au quart du 
rayon. 

1°. Soit le triangle sfBC, dans lequel l'angle n s . ■ 5,. 
donné est l'angle si = on aura a' + b' — A* 
= a a b cos. <p ( note a c ). Ajoutons de part et 
d'autre 2 a b , l'équation deviendra a' -h 1 a b 

+ '*■-.'= 2 «4 ( I +CM.) 1 OttJHhT— *• 
= 3(jJ(l -1- COS. (f). 

La surface du triangle ABC = BA x P 
Or, CD est le sinus de l'angle », lorsque ^4C est 
rayon; donc CD = è sin. donc la surface du 

. , ab . 

triangles, est — sui. p et 4 * = a a b sin. p. Di- 
visant la première équation par la seconde , on a 
a + b'—h' i + cos.e 

= ; Mais on verra (note 11} 



3 ue = cotan g- T 9. Donc a + b' — k'. : 

s :: cotang. '- t ; i, ce qui est la proposition 
énoncée. 

2 0 . Si, au lieu d'ajouter aux deux membres de 
l'équation 2 ab> on l'en eut retranché, oa auroir 
eu k' — (a — b)' 1 — cos.» 

T~ ~- : 3 or cette dernière 

4 * sin. p 
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expression est la tangentede la moitié de j(note m); 

donc on a A'— (a— bf : s :: tang. \ <p : i. 

Ce théorème va nous donner , d'une manière 
bien simple , la solution du problème suivant : 

Trouver la surface d'un triangle dont on connoii 
les trois côtés. 

Les deux formules que nous venons de trou- 
ver étant multipliées l'une par l'autre, donnent 
(ô+T*— h') (A" — [o — &])'== 16 S*, ou «■ 
_ç a+ b + çi + b — ^ A + a -— 

Soit y la demi-somme des trois côtés , ou la moitié 
du périmètre du triangle , a + b — h sera 1 q — 
ah.... h + a — b= ag — ib.... h+ b — a ~- 2 y 
— la; donc s= i/q .q — h.q — b.q — a. 

C'est-à-dire que pour avoir la surface d'un 
triangle dont on connoît les trois côtés , il Faut 
prendre , 1'. la moitié du périmètre du triangle ; 
2°. de cette moitié de périmètre, ôter successive- 
ment les trois côtés du triangle ; 3°. multiplier en- 
semble ces quatre quantités; 4." extraire la racine 
quarrée du produit. 

Passons aux problêmes de Newton. 

Problême premier. (4° de l'arithmétique uni- 
verselle de Newton.) Etant donnés un angle C, le 
périmètre et la perpendiculaire CD, décrire le 
triangle. 

5, Puisque la perpendiculaire CD est connue, la, 
position de l'angle C au - dessus de BD est dé- 
terminée, et puisque l'angle C est donné, la posi- 
tion respective des deux lignes CB , est aussi 
déterminée. Enfin le périmètre étant donné , il est 
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visible que tout sera déterminé si l'on connoît un 
côlé j4 S, parce qu'il n'existe pas deux triangles 
ayant même périmètre , même angle C, même 
perpendiculaire CD, et mÊme côté déterminé AB. 

Soit AB + BC+ G A CD =p.... 

ABj=x.... DoncBC + Cj/=ç—s.... et 
q — x* — x' = g* — a y X ... La turface du trian- 
gle est — . Mais par la proposition démontrée , le 
rapport de q' — 2 qx : 2 p x, est le même que ce- 
lui de la tang. - au rayon : soit donc le dernier 
rapport = m : 1 , on aura donc y* — 1 q x : 1 p x 

:; m: 1, donc x = — -, quantité facile à 

amp-i-aq ■ 

construire. 

Pour décrire le triangle, on prendra la ligne 
MN. Par un point quelconque B,on élèvera la 
perpendiculaire RS , on tirera la parallèle Sf ; 

ensuite du rayon P Q = — •—r.t on décrira un ce r- 

J -i sm. C 

cle qui passe par B~elA,et des points C ou V, 
où le cercle coupe la parallèle Sf, on mènera 
CB , CA. Le triangle CBA sera le triangle 
demandé. 

Problème deuxième. ( 5° de Newton. ) Etant 
donnés un angle C, le côté A B qui lui est opposé , 
la somme des deux autres côtés CB , CA et de 
la perpendiculaire CD , décrire le triangle. 

Soit AC+ CB+CD=q , A B=b.. CD=x... 
AC + CB=q — x. DodcAC+CB'—AB' 
= y* — aqx + #* — b'.. Le quadruple de la sur- 
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r , ■ 1 , ^B.CD 
face du triangle =4. — 2 La pro- 
position démontrée donnera 51* — sqx + x* — 6": 
sôa: :î m: I. Donc ** — ( ay+^ro) j-t' 
— ? - et x ^y + imiVÈ'fi + ra'j + aJmy, 
quantité facile à construire. Cette perpendiculaire 
une fois connue , on a tout ce qu'il faut pour 
décrire le triangle. 

Problème troisième. ( 6' de Newton. ) Etant 
donnés l'angle C, la somme des côtés CB , qui 
le forment, et la perpendiculaire CD, décrire le 
triangle. 

'Soit y C+ CB r=a. . . CD=b. . , AB=x. . . On 
aura + CB° — AB* = a % — x% le quadrupfe 
de la surface du triangle sera abx. Donc on aura 

a' x* 1 s b x : : m : 1. Donc + abmx = a' 7 

ttx=—bm±Va° + b'm: 

Problème quatrième. ( 7° de Newton. ) Etant 
donnés l'anale C, la somme des côtés qui le for- 
ment CB , C^t , la somme de la base , et de 
la perpendiculaire CD, décrire le triangle. 

Soit CB=a. . ^B +CD= b..JB=x. 
Donc ÇD=b — x. On aura AC+CB' — ^b' 
= a'~ x'. Le quadruple de la surface du triangle 
= aV(ô— i).Donc aW:nJi-aï'::w: r. - ■ 



— 6wd= y V(i— m) + b' m' 

Problème cinquième. (8 e tfe Newton.^ Etant 
donnés l'angle C, la surface du triangle, et le pé- 
rimètre , décrire le triangle. 

Soit A B + à C+ CA =f ... . 5-*** . . 
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donc y* — x : 4 a' m: 1... et * = . 

Problème sixième. ( g" de Newton. ) La base 
u4 B , la perpendiculaire CD, et la somme d^s 
deux eûtes CjA , CB étant données, décrire le 

^Sort^B^a, C ff = p. . C D = b.. 

CB — C J 4 = ux^. on aura BC-j C ^'—^B' 
— p % — a'. Et ZkB' — BC— C^'~a' — 4*' 
le quadruple de la surface du triangle = îaA. 

Par la première partie du théorème p' — a": 
aab::m; 1 , et par la seconde a' — 4 : a a b:: 
1 :m.Donc(p* — a')(a°—4x*) = 4a*è'....Donc 

* — T />*— a' ' 

Problème septième. ( to*. de Newton.) Etant 
donnés l'angle C, la somme des côtés qui le for- 
ment Cst + BC, et la base décrire le triangle. 

Soit AC +BC^a, . . . =b. . . GDi=x. ... 
on aura ^4 C +B C' — ^4 B' = a'— b', lequa- 
druple de la surface = 2 6 a\ Donc a* — b* : 



On pourroit résoudre ces problèm 
finité d'autres , en prenant pour incoti 
lignes; mais les équations auxquelles on parvien- 
dront seroient plus compliquées, et par conséquent 
plus difficiles à résoudre et à construire. 

On voit par tous ces problêmes comment on re- 
présente les lignes géométriques par des lettres, 
ce qui est l'application de l'algèbre à la géométrie ; 
mais 011 peut aussi représenter par des lignes, les 
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grandeurs numériques, c'est-à-dire , qu'on peut 
appliquer la géométrie à l'algèbre. Cette applica- 
tion a l'avantage de rendre sensibles aux yeux les 
démonstrations des règles de l'algèbre , et peut 
servir à résoudre facilement des problêmes , dont 
la solution directe serait très - difficile ou même 
impossible. Pour en donner quelques exemples: 

F* <7>. T. Soît (a -I- bY — a 1 + sab + b' : faisons un 
qunrt-é dont les côtés soient égaux à la somme de 
deux lignes représentées par a et b. Tirant par les 
points de division , des lignes parallèles aux côtés 
du quarré, ce quarré se trouvera divisé en quatre 
surfaces, et l'on verra facilement qu'une de ces 
surfaces sera le quarré de AB = a" j une autre le 
quarré de BC= b' , les deux autres sont chacune 
un rectangle formé de ABxAC— aab. (Cest 
la Proposition quatrième d'Euclide , lip. S. ) 

ïig. i;s. a 1 . Soit (a — b) ' = a' — ao4+ 6*. Construisons 
un quarré sur AB = a, prenons BC=b et tirons 
CD parallèle à BF. Les deux rectangles PB AN, 
CBFD sont égaux chacun à P fix PN '== sqj. 
Si on les retranche de A B' + BO^a? + b\H 
est visible qu'il restera le quarré MN*—{a—by. 
{ Euclide , Prop. 7. ) 

ïig. .74, 3'. Soit ( a + b ) ( a — b } = a' — b- ,- prenez la 
lîgne AB = a elBC=b, on a AC=a + b. De 
la hauteur AD = a retranchez D JV= b , et vous 
aurez AN =a — b, prenez PM= BC, le rec- 
tangle^ CG N=(a+b)(a~b) ; mais le même 
rectangle égale le quarré de AB moins le quarré 
de P M, à cause de D MN P~E CGR .... 
Donc le rectangle proposé = a*->— ( Euclide , 
Prop. cinquième.) 
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{g) Note VII, n°. 291 , page 117. 

On peut trouver par l'analyse la fraction conti- 
nue qui est la racine de a. 

Soit l'équation ** = s. . et x — t/a. On sait que 
cette racine = 1 , plus une fraction. On aura 

donc x = 1 -i . Substituant cette valeur de x dans 



y' — ay=i , et y — 2 -\ , Donc x = 1 - 



substituant successivement la valeur de y, on a. . . 
x = 1 + 1 



(h) Note VIII, n". 3ai , page i5i. 
Soitj le côté du polygone inscrit dans le cercle 
de la base du cône. Soient r le rayon, u la flèche , et 
a l'arr ête de la pyramide inscrite. L'apothème sera 

1/"= 

-- ; la surface latérale de la pyramide 
Ben ~\/* ~~|-;inaisparlapropriétéducercle 
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la pyramide inscrite est 5=— ^/^j*— ara+a*. 

Pour avoir la limite de cette expression , il faut 
supposer u = o, et ny = ^r. L'on aura pour lors 

mide3 , donc la surface du cône est égale à la moitié 
de la circonférence de la base par son apothème. 
Fig.ia4. Pour avoir la surface du cône tronqué , on cher- 
chera d'abord celle du cône entier , on en retran- 
chera ensuite celle du petit cône enlevé par le plan 
dé section. 

Soient z l'arête du cône entier, z' celle du cône 
tronqué , r le rayon du cercle de !a base inférieure , 
r' le rayon du cercle de la base supérieure. 

L'expression de la surface du cône tronqué sera 

iî' = ^- — ^—{z — z'). Mais on a par lea trian- 
gles semblables z' ; z : z — *'::r — r' : r :r.'. Donc 
s'r , z' r' , . 

z= et z — z = —, , substituant ces va- 

r — / r — t 

leurs • f ' = ~^(^3^)="T-( r + r ')' c ' est ~ 
à-dire, que la surface du cône tronqué est égale 
au produit de ce qui reste de l'apothème , par la 
demi -circonférence qui auroit pour rayon r+/. 
r: 5 . n(, L'expression algébrique de la surface de la 
sphère , sera celle de la limite du sphéroïde inscrit. 

Soient r le rayon de la sphère , u la flèche , ou la 
partie du rayon de la sphère , comprise entre le 
côté du sphéroïde et la sphère. La surface da 
sphéroïde 
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Jphéroïde inscrit sera S= a»r (j 1 — u). Cette ex- 
pression a pour Iimi)e2*-r'. Donc la surface de la 
sphère sera exprimée par ai r*. 

(h ) Note IX, a°. 5a 1 , page i3i. 

La solidité du prisme excédent est égaleà la somme f i( . , J8 . 
des rectangle* excédens de la base multipliée par 
la hauteur. 

Soit donc (a hauteur communes h, la base BAC 
du triangle = a. La hauteur de chaque tranche 
Eb=b; celle du triangle = /_,. Soit encore t»c=r... 
db = s. .. n le nombre des tranches. 

La solidité de la première tranche excédente sera 
abh .. Celle de la seconde franche sera abh 
— i A(r + s). - . Celle de la troisième tranche. . . 
abh — 2ÉA(n+i)... La somme de toutes les 

tranches excédentes sera nbah — bfi(r+s) X — -~ ; 
maisnfr=Z;doncla somme— aLh— Z.A(r+*)x- — -. 

Si le nombre des tranches est infini , ou plus grand ., . 
que toute grandeur assignable,/; — 1 deviendra 

a, b sera infiniment petit (r+s) ' = - = — . 

r , aLh aLh , , - 
Donc on a M>l. = oLA-< = , c'est-à- 
dire , égale au produit de la base par la moitié de 
la hauteur. 

Pour la solidité du prisme oblique, supposons f^. 157. 
qu'il soit un rhmnboï)'" , ou parallélépipède , dont 
la largeur de la base MP — a , la hauteur CM de 
chaque trHnche — b , la hauteur du prisme ±! h , 
la profondeur — L. Cb'— dg = r. 

GÉOMÉTRIE, P 
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La solidité de chaque tranche excédente étant 

ab L H -, la solidité totalésera7ia6Z,4-nr6L; 

mais lorsque la hauteur de chaque tranche est in- 
finiment petite , le nombre des tranches est infini j 
r = o, et nb = k, donc la solidité sera aLh , c'est- 
à-dire, égale au produit de la base par la hauteur. 

( i) NoteX, n\ 3ag , page i38. 

Voici comme on peut trouver analytique™ en t , 
et par la théorie des limites, la solidité de la pyra- 
mide triangulaire , en faisant usage des propositions 
3. ... 4. . . 5 d'Euclide, livre 12. 

Soit S ^4. B C la pyramide triangulaire proposée 
j>ar !e point b milieu de SB, faites passer la sec- 
tion abc parallèle à ^4BC , et la section bfe paral- 
lèles SjtC\ menez ad parallèle à be, et joigne/, de. 

Par cette construction la pyramide S ^4 B C est 
partagée eu deux pyramides triangulaires Sabc, 
Bfbe, et deux prismes triangulaires abcdeC, 
ji a dfb e. Les deux pyramides partielles sont 
semblables à la pyramide totale , et de plus ell^s 
sont égales entr'elles ; car elles ont même base , et 
même hauteur. 

Les deux prismes partiels sont aussi égaux en 

et pour hauteur la perpendiculaire im:le second a 
pour base le triangle bf e , et pour hauteur la ligne 

b n; donc le premier est égal à-^-^ — "*-'" - , et le 

»ec ond = — ■■— — ' . 

Cela posé, soient Ala hauteur de la pyramide, B 
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ta base, b m=— , le triangle abc sera le quart de 

la base de la pyramide; donc la solidité de chaque 

AS, , , h.B 

prisme sera - , — et la somme des deux = — ; — . 
r » 4 4 

Chaque pyramide partielle peut être partagée 
en deux autres pyramides semblables et égales 
entr'elles, et en deux prismes triangulaires égaux 
en solicité ; et comme les dimensions des pyramidts 
partielles sont la moitié de celles de la pyramide 
donnée, les deux prismes qui résulteront de chaque 

pyramide auront chacun pour exprès si on-. --; et les 

4 if > 

quatre résultatsdes deux pyramides, seront . -. 

4 4 

Les quatre pyramides résultantes fourniront de 
nouveau huit pyramides, et huit prismes , dont les 
dimensions seront toujours la moitié de celles de la 
pyramided'où îlsontétédéduits. Donc la soliditédes 

Luit prismes triangulaires sera — . — , et ainsi des 
4 16 

autres à l'infini , et la solidité de la pyramide donnée 
sera égale à celle de tous les prismes ; plus une in- 
finité de pyramides infiniment petites; on aura donc 
. hB f . 1 1 1 1 | 

somme de cette progression géométrique est 

— — x g— "jj" ( Algèb. jï2 ). Donc la solidité de la 

pyramide triangulaire est égale au tiers du produit 
de sa base par sa hauteur. 

On néglige dans cette progression le dernier 
terme, parce qu'il est plus petit que toute grau- 

Ï3 
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deur assignable , ou zéro : on néglige aussi la soli- 
dité d'un nombre Infini de petites pyramides res- 
tantes, parcequ'il est facilede voir que dans chaque 
division, la solidité des deux pyramides est moindre 
que celle des deux prismes ( Euclide, prop. 3 , 
livre m ). Donc la solidité des pyramides négligées 
sera plus petite que celle des derniers prismes, 
laquelle est elle-même plus petite que toute gran- 
deur assignable. , 

On peut voir dans la géométrie de Legendre 
(note S), plusieurs démonstrations ingénieuses de 
la môme proposition ;nous en citerons une déduite , 
comme la précédente , de la considération des pro- 
gressions géométriques. 

Soient Alabasedela pyramide proposée, fi sa hau- 
teur j concevons cette pyramide partagée en plu- 
sieurs tranches , dont les hauteurs aillent en décrois- 
sant selon les termes d'une progression géométrique. 
Soif lahauteurde la première tranche , celle de 

la seconde = u (— - V Celle de la troisième 



La base de la première tranche étant b, celle de 



la seconde sera 7— V ■ • ■ Celle de la troisième 



Formons sur ces différentes bases des prismes 
excédens. la solidité du premier sera bu: celle du 








* 



Digitized by Google 



O T E S. «9 

^ — — j et ainsi des autres ; donc la 

somme de tous les prismes excédées Formera la 
progression géométrique: 

M-HtH^H*?)* } 

La somme de cette progression décroissante àl'îo- 

. . . , „ A" ' i£ 

«™ 6 • x !._(*_). =3*--!*.+.-- 

Si on prend a de plus en plus petit, cette somme 

diminuera de plus en plus , et s'approchera de — ; 

enfin lorsque « sera zéro, elle se confondra avec 
sa limite ; mais è cette limite la somme des prismes 
excédens sera égale à la solidité de la pyramide. 

{Nota.) Dans la démonstration de Legendre , 
nielle dans 



e 3o7, il s'est glissé u 



îsde la progression, en ce que le dénomma, 
teurestala place du numérateur , et réciproque- 
ment. Cette erreur n'influe point sur le dernier ré- 
sultat , ce qui prouve que c'est une faute de copiste, 
mais il importe de la corriger. 

(k)Note XI, a'. 33a, page i3g. 

Pour avoir l'expression de la solidité de la pyra- 
mide tronquée par un plan parallèle à la base, on 
fera la hauteur de la pyramide tronquée —H, la 
hauteur de la pyramide retranchée =h; ^4' , la 
base inférieure du tronc; B' la hase supérieure; S 
la solidité du tronc. 

P3 , 



c 
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On aura S=jf^ —^ " )~~*^~ i mais H + A 
.■A::^:5 ) doncZT+A^="^,etA— Subs- 
tituant 5 == X^r=(^'+^B+B')j. 

Or le premier terme est la solidité d'une pyramide 
qui auroit pour base -A % , et pour hauteur H; 
le second terme est la solidité d'une seconde pyra- 
mide qui auroit pour base une moyenne propor- 
tionnelle aux deux bases supérieure et inférieure , 
et pour hauteur H; le troisième est la solidité 
d'une troisième pyramide qui auroit pour base S, 
et pour hauteur H. .. Donc, etc. 

(I) Note XII, n D . 538, page 1 43. 

On trouve dans les leçons de l'Ecole normale, une 
solution analytique du problême qui consiste à dé- 
terminer en combien de manières on peut couvrir 
la surface de la sphère , avec des polygones sphéri-' 
ques égaux et réguliers. Avant de donner cette so- 
lution , nous allons en résoudre un autre beaucoup 
plus simple, et du même genre que celui-là. 

Problème premier. De combien de manières 
peut-on remplir un espace autour d'un point donné 

Solution. Pour remplir un espace autour d'un 
point donné, il faut , i°. qu'il y ait au moins trois 
angles plans ; s°. il faut que !a somme des angles 
formés autour de ce point par les côtés des poly- 
gones qui s'y réunissent , soit égale à quatre angles 
droits. 

Soient r l'angle droit , x le nombre des cotés de 
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chaque polygone , la somme des angles intérieurs 
d'un polygone est a r { x — 1 ) = 2 r x — 4 r ( 58 ) ; 

donc chaque angle sera . Supposons 

qu'il y ait autour du point donné un nomiire d'angles 
représentés par y. On aura l'équation zrxy — ^ry 

= irx. . . ouxj — ay= 2 x. ..y = 2 + — — ; 

i". x ne peut pas être <3, parce que le plus 
srmple de tous les polygones est le triangle; doncy 
ne peut pas être > 6. 

2°. x ne peut pas être > 6", parce quey doit être 
un nombre entier; doncy ne peut pas être <3. 

Supposons donc 1". x = 5, on a y=f>,..3°, x— 4, 
on aj — 4-..3 0 ,a;=:5, on ay fractionnaire... 4°. x~6 } 
onay = 5. 

Donc on ne peut remplir un espace autour d'un 
point donné qu'avec trois sortes de pulygones régu- 
liers égaux , savoir , des triangles équïlateraux , des 
quarrés et des hexagones ( 6s ). Passons au second 
problème. 

Pour résoudre le second problême, il faut, comme 
dans le précédent, que la somme des angles sphé- 
riques formés autour d'un point donné, égalequatre 
angles droits; soient a: le nombre des côtésde chaque 
polygone régulier qui recouvre la sphère ; y le nom- 
bre des angles qui s'assemblent autour d'un même 
point , et z le nombre des polygones. La surface de 
tous les polygones qui recouvrent la sphère sera 
égale à la surface de la sphère = 8 r (3)o). Donc 

la surface de chaque polygone sera ; mais par 

le théorème ( 5 1 [ ) cette surface est égale à l'excès 
de la somme des angles intérieurs du polygone sur 
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deux fois autant d'angles droits que le polygone a 
de côtés , moins quatre angles droits : donc la somme 
des angles intérieurs égale la surface du triangle, 
plus de fois autant d'angles droits que le polygone 
a de côtés, moins quatre angles droits; cette somme 

sera donc représentée par h a r(x — s), et clia- , 



que angle intérieur sera — + 

La somme des angles qui s'assemblent autour 
d'un même point sera par conséquent ■ — - + 

2 ° n anra donc l'équation.,.. 

'+ 1 ry(^—^=4r, ou en réduisant 4y+ z y (x — s) 
ms i xz. Cette équation indéterminée peut se met- 
tre sous cette forme z = — — - — r. 

Si le dénominateur de cette fraction étoit néga- 
tif, la valeur de z seroit négative. Donc aj + 2j 

doit être >vx... ou > x , on a doue. .. . 

y— a 

y— a 

s doit être entier et positif; donc y ne peut pas 
être > 6 ni < 3, et par conséquent j: ne peut pas 
être < 3 ni > 6. 

Supposons, i*.* =5 , on a£ = ~-—. 

6~y 

Si l'on fait dans cette équation y = 5, on a 
* = 4.... Si l'on fait.v = 4,on a s = 8... Si l'on 
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faîtj- = 5, onaz = 20. Enfin , s! l'on fait_y = 6 , 



Ainsi on peut recouvrir la sphère avec quatre ou 
huit , ou vingt , ou une infinité de triangles équila- 

supposons, 2 . ar = 4 , ou a z = — . 

Si l'on fait dans cette équation y=Z, on az=6... 
Si l'on fait y = 4, z devient infini. 

On peut donc recouvrir la sphère avec quatre, 
ou une infinité de polygones réguliers de quatre 
côtés. 

4 r 

Supposons , 5". * =.8j on a s = — 

Si l'on fait j' = 3, on a z = 13. Si l'on fait y = 4 , 
z devient négatif. 

On ne peut donc recouvrir la sphère que d'une 
seule manière avec des polygones de cinq côtés. 

Supposons enfin x= 6 , on a z = - — — --. 

Si l'on fait y = 3 , z devient infini , on ne peut 
donc recouvrir la sphère, que d'une manière avec 
des polygones réguliers de six côtés, en les pre- 

Si l'on ne considère que des polygones finis , on 
voit que la sphère ne peut Être recouverte avec des 
polygones réguliers que de cinq manières différen- 
tes ; savoir, de trois manières avec des triangles, 
d'une manière avec des polygones de quatre côtés , 
et d'une manière avec des polygones de cinq côtés. 

Sî l'on considère les polygones infiniment petits , 
on a encore trois manières de recouvrir la sphère ; 
savoir, avec des triangles, des quarrés et des hexa- 
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gones. Or , si on suppose le rayon de la sphère in- 
fini , une partie finie de la surface se confond avec 
le plan , et pour !ors ce dernier cas rentre dans le 
premier problème. 

Si l'on conçoit , tirées , les cordes de tous les arcs 
qui forment les polygones sphériques qui couvrent 
la sphère , ces cordes formeront les arêtes des po- 
lyèdres réguliers inscrits dans la sphère : il suit donc 
de ce qui précède , qu'il ne peut y avoir que cinq 
polyèdres réguliers qu'on puisse inscrire et circons- 
crire dans une sphère (276). 

Note XIII, n\ a53, page i55. 

Il est aisé de dé terminer, d'à près le théorêtne(i85) 
et la fin de la note 3 , les cordes de tous les arcs , 
lorsqu'on connoît la corde d'un arc donné ou de 
deux, r 

Fig. ijs. Soit donnée la corde AB = a , et la corde BC 
— b ; on demande la corde AC=d, qui soutend 
la somme des deux arcs donnés. Par te point B, et 
par le centre , je mène le diamètre B P que je 
nomme jr, La corde A D éga lera Vir' — a'... 
La co rde C D égalera V fy* — A* ,- donc ar..rf = 
a Vif — b* + b )/ï? — a\ 

Par le moyen de cette équation , on peut résou- 
dre les problèmes suivans. * 

Connoissant a et b , déterminer d. 

Connoissant a et d , déterminer b. , 

Connoissant betd, déterminer a. 

Exemple. Supposons , i°. que a = b , 2 0 . que 
l'arc ABC est de 6o d , on demande de déterminer 
a , on la corde de 3o d . 



Digitized by Google 



NOTES. î^ï 

On a Ici d=r ; donc i r 1 = sa^r'-a". Ele- 
vant le tout au quarré r'^ioV — o 4 , ou a* — 
4 a' r*= — r*i donc o'-2r'± /ST 7 , et a = r 
V^a^t/'ï =o,6"o65.... en prenant le rayon pour 

Exemple deuxième. Cherchons la corde de 120 1 , 
étant donnée celle de Éo 4 . 

On aura ici a = b = t} donc d = Vil*—/* 
.= r|/3=i )7 3ai 

JTofe Xlf, n°. 362 , page 160. 

Si l'on représente par a l'arc que nous avons ap- 
pelé ^/ , et par b l'arc désigné par B , on aura , 

«in. (a+A) = «în. « cos. b + sin. * 005. a 
os. (a + fi) =cos. a cos. fi - sin. a sin. fi 
s. h — sin. fi cos. a 
s. fi + sin. a sin. b. 
Si l'on fait b = a, les deux premières formules 
ae réduiront à 



. (a-6) = ,i 
3. (a— 6)=cc 



Si on met dans cette dernière 1 — cos.* . 

P Par le moyen de ces" eux formules °°on * 
«nus et le cosinus du double d'un arc dont 01 
noit déjà le sinus et le cosinus. 

Si on fait b = £ a dans les deux autres for; 

1°. Sin. | a — sin. a cos. 7 a — sin. r a c 

ou sin. ^ a = — ° C0S ' ' a mais sin. a=as 
1 + cos. a 



Digitized by Google 



IjS HOTES. 

cos. j«; donc on a l'équation sin. je 



d'où l'on tire cos. |o = \r - ~ ' 



3°. Cos. f a = cos. o cos. y a +s\u. asin.Ta , ou 
sin. a sin. | a 
cos. jtï=-- -— , mettant pour sin. a sa 

valenr,sin. i a = \f 1 cos-ct. 

Ces deux formules serviront à trouver les sinus 
et cosinus de la moitié d'un arc donné , lorsqu'on 
connoît les sinus et cosinus de ces arcs. 

On trouve encore ici la démonstration d'une pro- 
position que nous avons supposée ( note 6) ; car de 

l'équation sin. ~ a — S - "'"^ - 1 - , on déduit. . . 
i + cos. a_ _ co _ f;^ a _ CQti i_ ffl> .. e t dej'expres- 



n déduit - 



tang. j a , comme nous l'avons supposé dans la 

Reprenons les quatre formules fondamentales : 
ajoutant d'abord la première à la troisième, ou 
soustrayant le troisième de la première, on aura les 
deux suivantes, 
sïn. (a+b) + sîn. (a — b) = 2. sin. a X cos. b 
sin. \a+b) — sin. ( a— b ) = 2. sin. b X cos. a. 
Faisant les mêmes opérations sur la seconde et 
la quatrième , on aura , 
cos. {a+b) + cos. (a — b) — a. cos. a x cos. b 
cos.(o+&) — cos.(a— b)= - h 



NOTES. 137 
On se sert de ces quatre Formules, lorsqu'on -veut 
transformer des produits de sinus et cosinus , en 
sommes ou différences. 

Supposons a + b = x , et a — b=y , on aura 



. Ces valeurs substituées 



dans les quatre équations précédentes en change- 
ront la forme ainsi qu'il suit. 



sin. x — sin.j- = 3. fin. - 



Ces quatre formules serviront à transformer 
des sommes ou des différences de sinus et cosinus , 
en produits d'autres sinus et cosinus. Donnons-en 
deux exemples. 

Soit le produit sin. i5 J x os. I2 d .... On trouvera 
par la première des quatre formules précédentes , 

en faisant - — = i5, et — — = m... sin. la 

a s 
s;n. 37 '-Hin.3* 



Si l'on ay oit sin. ia d x cos. i5 J , on se serviroic 
de la seconde équation, et l'on auroit sin. 13' 1 
^_sin. 3 7 — sin. 5 J 

On aura aussi par les mêmes formules , 
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sin. i5 + =in. ia d — 2. sin. — ' 



Pour avoir l'expression de la tangente et de la co- 
tangente de la somme , ou de la différence de deux 

cos. {a 4- b) cos.axcos.fi— sin.axsin.fi; * 
Divisant tous les termes de cette fraction par cos. a 
Xcos.£,ona, 

tang. ( a + b)=, cos ' a+ ^j = tang. a + tang. fi 

sin. ax sin. b 1 — tang. ax tang. A 
cos. ax cos. b 

sin. (a — 6) sin.aXcos.fi — sin.fixcos.a 

ettanE.Ca — il— -, 1 — ; ■ — — = — -, 

D ' co3. (a — b) cos.axcos.fi + sin.axsin.fi 



«".cot. (a + fi) 



tang. a X tang. A' 

_ cos.(a+fi) _ cos. axcos.fi— sin. axsin.fi 



sin.(a + ô) 
^nT^ c^sTfi _ cot g — tang.fi 



1 -f-cot. axtang.fi i+cot. axiang.fi 

tang. fi=-i—- donc cot. (a+fi)= ; ' :0t '' IX - COt - a --- , 
B cot.fi' v n i cot. a + cot. fi. ' 
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cos. aXcos. b + sîn.o X sin. b 
«CM. ( — 4)= ^—-—j—^—-^ 

Divisant par sin . a X sin, è , on aura cot. ( a — b ) 



On trouveroit des formules analogues pour les 
sécantes et cosécantes. 

(n) Note Xf^, a'. 385, page 17a. 

On peut démontrer analytique ment la proposi- 
tion de géométrie dont on fait usage pour résoudre 
ce problème; car on a AB .BC : : sin. C;sin. A... 
Donc AB + BC: AB — BC :: sin. C+ sin^ 
- „ . . . AB + BC sm.C+sm.A 

:sm. G -— sm ^-donc = — - 

J AB—BC S \n.C~s\n.A 
. C+A cos. C — A 
S1 "' ~ X 9 ta " g ' \ s ) 



(J—A /U—A\ 



ce qui donne la proportion AB + B C : A B — 

C+ A C—A 
BC :: tang. : tang. . 

An lieu de se servir de cette proposition pour 
résoudre le problême proposé , il sera plus simu!-; 
d'y employer la proposition énoncée ( note 11 ). Ein 
effet , l'équation a'dc a ab cos. 1 -\-b' — c", donne... 
c = Th. V a*±aoô.cos» + V. Ainsi , le câré AC 
sera déterminé , lorsque les cùlés A B ,BC, et 
l'angle B compris entre les deux côtés , seront 
connus. 

La propriété des triangles démontrée ( note 11) 
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est si générale , qu'elle suffit pour résoudre tons les 
problèmes de la trigonométrie ; car , f, on vient 
de voir qu'elle résout directement le cas où l'on 
connoît deux côtés , et l'angle compris ; a', elle 

nuit les trois côtés ; 3°. nous allons en déduire le 
cas le plus général ; savoir , étant donnés deux an- 
gles, et un côté opposé à un desangles connus , dé- 
terminer l'angle opposé à son côlé connu. En effet , 
onaa' + b' — c*==p2abcos.tp, soit -J. l'angle CBA, 
on aurâa'+c' — A*=^=aoc cos. 4. * 

Elevant les deux équations au quarré , et substi- 
tuant 1 — sin." 9, 1 — sin." 4 , pour cos." etcos,'4j 

a i +b*+c i +aa'b'— sa'c'~ 2 6*e*=4a 1 S , £i— an.'*) 
a *+c*+h i +2a !, [>*— aa'b*— aiV=4<jV(i— sin.'4) 
Retranchant une de ces deux équations de l'autre, 
on a b'sin.'ç = c*sin.* 4> et par conséquent sin. 
c : : sin. 4 : b, ce qui est la proportion énoncée. 

Note XVI, n°. 585, page 173. 

Pour exprimer algébriquement les analogies dé- 
montrées dans ce théorème , on (t:raBC = x, 
AB=yAC=z;Ui angles A = 9 , B = 4 , 
C=»,on aura, 

cos. *=cos. : yxcos.e4-sin. - yXsin. zx cos.ç 
cos.j=cos. #xcos. 2 + sin. * Xsin. a x cos. » 
cos.i:=cos.xxcos.j'-|-sin. arXsin.jx cos.4. 
Ces trois analogies suffisent pour résoudre tous 
tes problèmes de la trigonométrie spliérique. Il est 
aisé d'en déduire la proposition démontrée dans 
le théorème (384). Prenons pour cela deux équa- 
tions 
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lions précédentes , et élevons-les au quarré , en 
substituant 1 — sin." r , i — sin.' pour cos.* f , 

™*. ' x— 2 . c o a .zrXcos.yXc os.E+cos.'yXcas . * a— si n *y .Xsi n .z ■ ( i_ 9 i n ."*) 
co s. % y — u .c o a . ■rXcOFjXcoe ,s+ cos.'xXe o s. *s=;i n ."x.Xsin .i a ( i —sin.*») 

Retranchant une équation de l'autre , et réduisant , 

sîn.'y X sin.* r = shil" * X «m.* u. 
Ce qui donne Ja proportion : 



Sile triangle est rectangle en j4 , on aura cos. 9 = 0 
et sin. if — 1. La première équation deviendra , 
cos. x = cos. y X cos. z. 

Cette valeur substituée dans les deux autres , elle 
deviendra , 

cos. y X sîn.^ — cos. -J. x sin. x, 

où l'on voit évidemment, par la loi des signes, 
que chaque angle et le côté opposé, doivent être 
de fuême espèce , et que l'hypoténuse x sera tou- 
jours aiguë , tant que les deux côtés y , s seront 
tous les deux de même espèce : elle sera > yo* , si 
les deux côtés sont d'espèce différente , un > go 1 , 
et l'autre < go*. 

Si le triangle obliquangle a un côté de go* , les 
premières équations se simplifieront beaucoup. 
Soitx = o,o a , etl'onaura, 

o = co$.y X cos. z + sin. y X sin.z X cos. ? 
cos. ^ = cos. « x sin.z 
cos. z = cos. -\ X sin. y, 

GÉOMÉTRIE, Q 
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où l'on -voit que' l'angle e opposé à w sera aigu, si 
les deux côtés z , y sont de différente espèce. Il sera 
obtus , si les deux côtes sont de même espèce. Les 
deux angles 4- seront de même espèce quele côté 
qui leur est opposé. 

Pour donner un exemple de la manière d'élimi- 
ner les inconnues au moyen des trois équations, 
supposons-connus les deux angles 4 , a , et le côté 
* = 99*3 et churenons la valeur de l'angle?. 

La première des trois dernières équations donpe , 
cos. y x cos. z 

COS. f p= ™ : . 

sin. y X sm. z 

Ladeuxièmedonnecos v— C ° S '^- ..,.La troi- 

sin.z 

sième donne cos. 4= Ces deux équations 

sm.y 

multipliées, entr' elles donnent , 
, COS.7 X cos. 

cos. » x cos. 4 = —. — ; — Donc cos. s 

Ein.jc x sm.a 
— - cosf. 4- X cos. a , ce qui annonce, qu'en pareil 
cas , les trois angles ne peuvent pas être tous les 

Deuxième exemple. Etant donnés deux angles 
« , 4 , et le côté x = (,o d , déterminer les deux au- 
tres côtés. 

On aura en élevant au quarré , 

1 — sin.'^- — cos;* w X sin.* z 
1 — sin.* z = cos.* 4 X sin.' y. 

Donc 1 — cos 1 . » x sin.* s = sin.*v = '-~ 

cos.* 4 
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Ce qui donnera sin. x = p S '"' % ; q a . 

auroit par un calcul semblable , 

Reprenons les formules générales rapportées au 
t de cette noie, et cherchons les 
un triangle obliquangle , dont on con- 

angles. 

_._ — -incera par clmssf ne on »de ta seconde 

iàf,7y= cos. ~'z x cos.y4 cos. psîn. y x sin. z X 
cos. a + cos. « X sin.axsw.-K 
oa cos. y X sin. 2 = do* fin. y X Cos. a + 
cos. » x sin. x. 

La troisième donnera „ 1 _. 

sin.^xcos.a— cos.fXsin.zxcos.j-xcos^Xsih.a;. 

Multipliant la première de ces deux dernières 
équations par cos. f , et ajoutant on a 1 
sin.jxcos.j=cos. 1 ïXsin.jXcos.ç + (cos.4 + cos.pXcos.f) 
sin. ^,ousin.>-Xcos.i;sirj.*J— (cos'.4 + cos.«xcos.p) 
sin.x;inais d'un autre côté cm a 
sin. y; sin. #::sin. <t { sin.». Donc si H. y X sm. * 
= sin. x x -etf*. Cette valeur substituée donne 
„ s j cos.rj.xcon.'» X Cos.g 

sin. « x sin. t ' '•■ 

Lot cosiaû's de 180-7-^ 180 — >-£...■ etc. sont les 
mêmes que ceux de leurs suppiéraens , au Aigrie 
près qui doit être négatif t'hn noufra donc écrire 

.;,...■.-.:>;: - sin.(i8o—«}xsin.(i8o—*) 
La question .pour résoudre uri triôngle dont lés 
angles sont donnés , se réduit donc à en résoudre 
Q 3 
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an autre dont les côtés seroient donnés, et qui se- 
roient supplément de ces angles. C'est le triangle 
que nous avons nommé supplémentaire , ou po- 
laire (3ot). 

Nous ne pousserons pas plus loin .l'application 
de l'Algèbre à la Trigonométrie spriérique ; les cas 
particuliers que nous avons choisis, suffisent pour 
faire voir comment il faudroit s'y prendre pour 
déduire tous les autres des troisformules générales. 

NoteXyil, ri-J ^a.pag. igj. 

Soit l'arc SG=a,on a cos. > = — ■ ; 



= ^^ = ^ {nolel3 .) 

tang. a 3 .. 

Dans le tétraèdre y a = 3a d . Donc 1 



* — T _ 



^t l'angle j4 =70 j 3a'. 



Dans l'hexaèdre \ «=? '& et tang, J- <j=i, donc 
cos.- 1= 0 , et ('angle _^go'',. , .. . 

Dans le dodécaèdre £ a=54 J ..; tang. ja^ l'apo- 
thème du pentagone divisé par la moitié du côté 
du pentagone. ■ ... 

Or le côté du pentagone ; celui de l'hexagone et 
du décagone forment un triangle rectangle.fjfc'oyes 
Euclide, prop. 10 ,Uvï "•' ■ 

Avec ces données on peut calculer le côté, d» 
pentagone et son apothème , et l'on trouvera , en 
faisant * le côté du pentagone =.... oowu/«£ — 
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Dans l'octaèdre on fera AB = 1>, donc cos. ^ 
= — ^ cot- "A = — cor. b'o d — — \ et l'angle ^rf = 

Dans l'icosaèdre on n B C = a. Donc cos. 
4cos.a_i Scos.'ja — 5 _ - ' 
— £ — = 3 - = Or, cos. i a = le 

quarré dé la moitié du cotérlu pentagone- — ~— ; 

donc cas. sî = — et l'angle ^= i58* 10'.... 



Ces valeurs serviront à simplifier les construc- 
tions par lesquelles étant donné le côté d'un po- 
lyèdre , on détermine les rayons des sphères ins- 
crites et circonscrites. ( fi oye{ la Géométrie de 
Legendre , note 10; Euclide , liv. i3 et sui- 
vais. ) t . , , 
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ERRATA. 

Page î 

Page ly , lig. 57 . les distances ; Ustz la distance. 

lig. So , l'angle mn K; lisez ™S. 

Page 3a , lig. g, en la portant ; tistz en le portant. 
lig. 19(3. m ) ; lut* ( 8- )■ 

Page 53 , lig. 3o , donc DCO = 6o a ; lisrz donc DÛ C= Go*. 

F w aB4,Ii g .. 9 (3... 9 ) i Ii»™(8....x). 

Page lig , lig. arani dernière delinoia, et sin. de BDjî ; 

lise! et sin. è&DBA. 
Page 1 Go , lig. 7 , du cosinus du second par le cosinus do. 

premier ; listi du cosinus du second parle sinus du pte- 

ligne avant-dernière ;= sin. A X cos.B X si". BX, 

" cos. ^;lis«sin.^X cos B + sin. B X cos.A. 

Page 100, lig. aS, 5". les triangles E AG ; UsexCAG. 

Page ic4,Iigi 19, à la marge, Êg. 1 16 ; lises 1 iS. 

Page 107. lig. 3, à la marge, fig. 11g ; liiez l43. 

Page 161 Iig.3, multiplié par le cosinus du setond ; GsitBmU 

flplié par le sinus, . ■ 

Fig. 1 5o , mette* N à la place de A'. 
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Principes d'Aswjowrtle ipWriqtw,j>n le même, 1 

pJ r C. .«.wr, troisième éditnn, ,7,-ï. 
Imposition d^unt Méthode pour construite les^Eju; 
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